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  پیشامدهای مستقل 1

‌:یشامد‌را‌مستقل‌گوئیم‌هرگاهدو‌پ
 احتمال‌یکی‌بر‌دیگری‌تاثیری‌نداشته‌باشد.‌ -1
 دو‌پیشامد‌بتوانند‌در‌یک‌لحظه‌رخ‌دهند. -2
3- = ( ) ( ) ( )p A B p A p B 

 ای جدا  از هم دارند!!! توان عنوان نمود که دو پیشامد، فضای نمونهمی موارددر اکثر   (2

‌شهر‌تهران!!!‌‌پوشیدن‌لباس‌گرم‌در‌شهر‌ساری‌و‌تصادف‌در
‌:‌‌ Bو‌‌‌Aنتایج:‌برای‌دو‌پیشامد‌مستقل‌
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p A B p A B p A p B p A p B

p A p B p A p A p B p A p B

‌

( مشغول تیراندازی می باشند. این دو نفر به ترتیب هر کدام  B(و علی)Aامیر ) (1
 دارند.مطلوب است :  % احتمال موفقیت در تیراندازی  20و  60

 ؟ اصابت تیر به هدفاحتمال  
( ) ( ) ( ) ( )= + − =p A B p A p B p A B 

 احتمال اینکه فقط علی موفق شود ؟ 
( ) ( ) ( )− = − =p B A p B p A B 

احتمال آن را بیابید که از بین سه نفر علی و امیر و محمد، روز تولد حداقل دو   (2
 نفر یکسان باشد؟)در هفته(

3 3
7 1 6 7 1 1

2 3

7 7 7

   
   
   

   +   

 
 

با  (3 تیراندازی  یک  شلیک    در  هر  در  موفقیت  احتمال  باشد    %80اسلحه  می 
 آزمایش آن است که آن قدر تیر بزند تا موفق شود!

                                           گلوله چقدر است؟ 4موفقیت با دقیقاً احتمال  - 
 
 



32 8
1 1

                                                                 

         در است ؟ له چقگلو 4احتمال موفقیت با حداقل  -
 
 
 

− +  + =

28 2 8 2 8 81 ( )
1 1 1 1 1 1
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% می باشد .    80و    60بترتیب    a,bدر یک کارخانه احتمال سالم بودن دستگاه   (4
 با کدام احتمال در یک بازرسی حداکثر یکی سالم است؟

 
 

بودن   (5 بسته  احتمال  زیر  شکل  مدار  بترتیب    C,B,Aدر 
1 1 1
, ,

4 3 2
 باشد احتمال روشن شدن لامپ چقدر است؟ می  

( ( )) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1
( ) ( )

2 3 4 3 4 4

( ) ( ( ) ( ) ( ))

( ( ) ( ) ( ) ( ))

=

 + − =

 =  + −

=  + −  = 
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با   (6 مهره سفید ، دو مهره به تصادف  و یکی    5مهره سیاه و    4در یک کیسه 
 رج می کنیم . احتمال همرنگ بودن دو مهره چقدر است؟ پس از دیگری  و بدون جایگذاری خا

4 3 5 4 72 16

9 8 9 8 36 36

5 4

2 2 10 6 16

36 369

2
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ک (3 خارج  کنید  ازدیگردقت  پس  یکی  جایگذاری(    -ردن بصورت)  جا)و یا    بدون  این سوال    (یک  در 
می کند. ولی بسته ب بیان مساله میتواند  پاسخ ها تغییر کند )مثلا اگر مطرح میشد اولی سیاه  هیچ فرقی ایجاد ن

ان مساله  پیشنهاد سر آشپز این است که هر طوری که بی  –و دومی سفید فقط روش اول قابل استفاده بود !(  
 بود ، حل کنید !

می    6 لامث (7 حل  چطور  جایگذاری  با  و  دیگری  از  پس  یکی  انتخاب  حالت  در 
 شود؟

‌

زوج    (8 تاس  و  رو  احتمال سکه  پرتاپ میکنیم چقدر  باهم  را  و تاس  یک سکه 
 بیاید؟ 

‌

پیشامد   (4 آن  دادن  رخ  معنای  به  باشد،  داده  رخ  پیشامد  یک  اعضای  از  یکی  اگر  بدانید  نیست  بد 
 است!
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 شانس احتمال غیر هم 2
( تاس‌همگن‌ پرتاب‌ تاس‌‌FAIRدر‌ در‌ اما‌ باشد‌ برابر‌می‌ اعداد‌دیگر‌ با‌ رو‌شدن‌هر‌عدد‌ احتمال‌ ‌)

نمیUNFAIR)‌‌ناهمگن برابر‌ ها‌ احتمال‌ دیگر‌ ناهمگن‌ یا‌سکه‌ باهم‌‌(‌ مختلف‌ افراد‌ وقتی‌ یا‌ باشد‌
‌دهند‌دلیلی‌بر‌یکسان‌بودن‌احتمال‌پیروزی‌هر‌شخص‌نیست!‌مسابقه‌می

=فی‌یک‌نماد‌:‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌معر‌ +1 2 1 2{ , } { } { }p x x p x p x‌
تما مجموع‌ و‌ نیست‌ منفی‌ احتمالی‌ هیچ‌ که‌ است‌ این‌ فضا‌ این‌ در‌ احتمالات‌ محاسبه‌ م‌قانون‌

‌به‌مثال‌زیر‌دقت‌کنید:‌می‌باشد.احتمال‌های‌نسبت‌داده‌شده،‌یک‌

شدن‌هر‌عدد‌متناسب‌با‌عدد‌روی‌آن‌است.‌با‌کدام‌‌‌در‌یک‌تاس‌معیوب‌احتمال‌رو (9
 احتمال‌در‌یکبار‌پرتاب‌این‌تاس‌عدد‌رو‌شده‌زوج‌می‌باشد‌؟‌

=

= = = =

= → + + + + + = → =

= + + = =

1
21

12 4
21 7

(1) 1( ), (2) 2( ), (3) 3( ), ....... , (6) 6( )

{1,2,3,4,5, 6} 1 2 3 4 5 6 1

{2,4,6} 2 4 6 12

p x p x p x p x

p x x x x x x x

p x x x x

‌

که    (10 شده  ساخته  ای  بگونه  =تاسی 
1

(1)
12

P    چنین هم   P(6)تا    P(1)و 

 در این تاس چقدر است؟ 5حسابی می دهند. احتمال ظاهر نشدن   شکیل دنبالهت

 = =  = + = +  =

+ + + + + = → + = → + =

 = → − = − − =

1
(1) (2) , ......, (6) 5 1,2, ..., 6 1

12
6

6 (5 4 3 2 1) 1 6 15 1 15 1
12

1 1 (5) 1 4
30

P a P a d P a d P

a d a d d

d P a d

 

بار که رو می آید، یکبار پشت   (11 سکه ای  به گونه ای ساخته شده که هر دو 
پرتاب با این سکه غیر منصف داشته باشیم، چقدر احتمال دارد دو بار پشت    3می آید. اگر  

 د؟سرهم پشت بیای 
‌

در پرتاب یک دارت به یک صفحه دایره ای شکل، مطابق شکل رو به   (12
رو که به پنج ناحیه تقسیم شده است، فرض کنید احتمال اصابت دارت به ناحیه  

 ( باشد:  1-k2)xام، kباشد. اگر احتمال اصابت به ناحیه  xی اول،  
 الف( احتمال اصابت دارت به هر ناحیه را به دست آورید.  

 

→ → → → →

= → + + + + =  = =

5 9 , 4 7 , 3 5 , 2 3 , 1
11,2, 3,4,5 1 (9 7 5 3 1) 1 0/04
25

x x x x x

P x x
 

ب( احتمال اصابت دارت به یکی از ناحیه های اول، سوم یا چهارم بیشتر است، یا اصابت به  
 دو ناحیه ی دوم یا پنجم؟

   = + + = =  1, 3,4 (7 5 1) 13 , 2,5 12 13 12P x x P x 
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 شرطی احتمالات  3

 مفاهیم 1-3
‌!مثال‌مفهومی

‌
‌

‌زیر‌بدست‌می‌آید.‌رخ‌داده‌باشد،‌از‌رابطه‌‌Bبه‌شرط‌آنکه‌پیشامد‌‌Aاحتمال‌وقوع‌پیشامد‌
( ) ( )

( )
( ) ( )

= =
n A B p A B

p A B
n B p B

 

‌را‌بنویسید‌!‌‌Aبه‌شرط‌‌Bشما‌احتمال‌وقوع‌پیشامد‌

 یابد به پیشامدی که میدانیم رخ داده! ای کاهش میدر واقع فضای نمونه (5

  3یکی از تاس ها عدد  دو تاس را با هم پرتاب می کنیم. اگر دست کم در    (13
 باشد، چقدر است ؟  7دو تاس  وعباشد، احتمال آنکه مجمظاهر شده 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 

( ) ( )  ( )

=

=

=  = =

1, 6 , 2,5 , 3,4 , 4, 3 , 5,2 , 6,1

3,1 , 3,2 , 3, 3 , 3,4 3,5 , 3, 6 , 1, 3 , 2, 3 , 4, 3 , 5, 3 , 6, 3
( ) 23,4 , 4, 3 |
( ) 11

A

B

n A B
A B P A B

n B

 

اینکه  (14 احتمال  داند،  می  تجربه  روی  از  ای  کارخانه  یدکی  قطعات  سازنده 
آماده شود   ارسال  برای  موقع  به  برای    9/0سفارشی  موقع  به  آنکه سفارشی  احتمال  و  است 

مال آنکه سفارشی به موقع  است. احت  6/0ارسال آماده و به موقع تحویل مشتری شود برابر  
 تحویل مشتری شود به شرط آنکه به موقع ارسال شده باشد چقدر است؟

 

 

مهره سیاه است. دومهره به تصادف، پی در پی    3مهره سفید و    4ظرفی شامل   (15
با کدام احتمال دومی    (B)و بدون جایگذاری از ظرف خارج می کنیم. اگر مهره اول سیاه باشد  

 )فرمولی + کاهش فضای نمونه ای( (A)نیز سیاه است 
 
  
 =  = = =  =  = =
 
  
 

3
1

1( ) 3 3 2 1 17( ) ( ) , ( ) ( | )
37( ) 7 7 6 7 3
71

P A B
p A B P B P A B P A B

P B

−
= =

+ −

3 1 2 1
3 4 1 6 3
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 چند بحث مفهومی جالب  2-3
‌داد‌که‌‌‌می‌توان‌نشان

• ( ) ( )=p A S p A  

 

• ( ) 1=p S B  

 

• 
1 2 2 1 1 2

( ) ( ) ( )= =  = p A A p A A P A A  ‌A1و‌A2 ناسازگار‌

• 
1 2 1 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )=  = p A A p A P A A P A P A  ‌A  1و‌A2 مستقل‌اند

 

 قوانین شرطی  3-3
‌نشان‌دهید‌فرمول‌احتمال‌شرطی‌در‌قضیه‌های‌احتمال‌صدق‌می‌کند‌یعنی‌:

) ( | ) 0 =a p C 
 

( ) ( ) ( ) ( )
( | )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 ( | )

)

( ) (

) ( | ) 1 ( |

)

=

− =

− −= =

−

=

=

−

P A C P C A P C P A C
p A C

P C P C P C

P C P A C
P A C

P C

b p A C p A C

P C

 

 

) (( ) | ) ( | ) (( ) | )− = −c p A B C p A C p A B C 
 

) (( ) | ) ( | ) ( | ) (( ) | )= + −d p A B C p A C p B C p A B C  

بدانیم   (16 −اگر  = =
1 1

( ) , ( )
3 2

p A B C p A B C    پیشامدهای    و' ,B C  

)نیز مستقل اند مقدار   )p B   چقدر است؟ 
− = − = + −

 − − = =  − = =

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 6

p A B C p A C p A B C p A B C p B C p A C p A B C

p A B C p A B C p B C p B p B
 

=نشان‌دهید‌‌)تمرین( (17 → =( ( )) ( ) ( ( )) ( )p C A B p C B p A B C p A B 

= → = →
( ( )) ( )

( ( )) ( ) .....
( ) ( )

p C A B p C B
p C A B p C B

p A B p B
‌
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 پیشامد وابسته و مستقل و ناسازگار و قانون ضرب احتمال  4-3
‌ایرخ‌داده‌‌‌‌میاگر‌بدان‌‌نکهیا‌‌یعنی.‌‌گذارد‌‌یم‌‌ریتاث‌‌‌یگرید‌‌یرو‌‌یکیو‌وقوع‌‌‌‌ستندیمستقل‌ن‌‌ته‌:وابس
‌موثر‌است!‌یگر‌ید‌ی‌رو‌،نه

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

* ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
** ( )

( )

= → =

= → =

 =  =


=

p A B
p A B p A B p B p A B

p B

p A B
p B A p A B p A p B A

p A

p B A p A p A B p B p A B

p B A p A
p A B

p B

‌

‌
)‌‌‌‌‌‌:‌شده‌ف‌یتعر‌‌‌یقبل‌ی‌نامربوط‌که‌در‌قسمتها‌شامدیدو‌پ‌مستقل: ) ( ) ( )= p A B p A p B‌

)  :        ن اشتراک مربوط بدو   شامد ی دو پ   ی ل قب   ی مطابق قسمت ها   ناسازگار:  ) 0=p A B 
‌

را‌ی (18 تبلیغاتش‌ آگهی‌ کسی‌ آنکه‌ احتمال‌ داند‌ می‌ تجربه‌ روی‌ از‌ کننده‌ تولید‌ ک‌
را‌بخرد)‌‌7/0(‌‌Aبخواند) تولیدی‌ این‌ این‌که‌کسی‌محصول‌ و‌احتمال‌ آنکه‌آگهی‌‌Bاست‌ به‌شرط‌ ‌)

است.‌احتمال‌آنکه‌کسی‌آگهی‌تبلیغات‌این‌تولید‌کننده‌را‌‌‌‌‌45/0تبلیغاتش‌را‌خوانده‌باشد،‌برابر‌‌
‌خوانده‌باشد‌و‌محصولش‌را‌بخرد‌چقدر‌است‌؟

( ) 0 / 7 , ( ) 0 / 45 ( ) ( ) ( ) 0 / 45 0 / 7 ....= = → =  =  =p A p B A p A B p B A p A‌

برابر‌‌ (19 پیوند‌ عمل‌ یک‌ در‌ ماندن‌ زنده‌ زنده‌‌‌‌5/0احتمال‌ عمل‌ از‌ پس‌ فرد‌ اگر‌ است.‌
و‌‌ نکند‌ قبول‌ را‌ پیوند‌ ماه‌ یک‌ ‌ در‌طول‌ او‌ بدن‌ آنکه‌ احتمال‌ زنده‌‌‌‌2/0بمیرد‌‌باشد،‌ احتمال‌ است.‌

‌ماندن‌یک‌بیمار‌پیوندی‌بعد‌از‌این‌دو‌مرحله‌چقدر‌است؟‌
  B                 5/0=P(A)زنده ماندن          Aموفقیت پیوند 

 = → = − =

= =  =  =

( | ) 0/ 2 ( | ) 1 0/ 2 0/ 8
( ) ? ( | ) ( ) 0/ 8 0/ 5 0/ 4

P B A P B A

P A B P B A P A
 

اگر‌به‌طور‌‌‌‌14تیم‌والیبال‌ایران،‌‌ (20 بازیکنی‌برابر‌نیست.‌ بازیکن‌دارد‌که‌قد‌هیچ‌دو‌
بدون‌جایگذاری‌،‌دو‌بازیکن‌به‌تصادف‌انتخاب‌کنیم،‌در‌صورتی‌که‌بازیکن‌اول‌از‌بازیکن‌‌‌‌متوالی‌و‌

‌(،‌Bدوم‌قد‌بلند‌تر‌باشد)
 (Aالف(‌با‌کدام‌احتمال‌بازیکن‌اول‌بلند‌قامت‌ترین‌بازیکن‌تیم‌است‌؟‌)

1
1( ) ( )( ) ? 114( )

1( ) ( ) ( ) 7

2


= = = = =

p B A p Ap A B
p A B

p B p B p B
‌

‌(C؟)‌است‌13ظر‌بلندی‌قد‌نفر‌(‌با‌کدام‌احتمال‌بازیکن‌اول‌از‌نب
( ) ( )( )

( )
( ) ( )


= = =

p B C p Cp C B
p C B

p B p B
 



‌یازدهم‌ریاضی‌
 ‌(12+‌11احتمال‌ریاضی‌و‌تجربی‌)

 

 
7 

 مجموعه ای   3قانون ضرب احتمال  5-3

1 2 3 1 2 1 3 1 2( ) ( ) ( ) ( ( ))=  p A A A p A p A A p A A A‌
‌به‌فرمول‌این‌رابطه‌نیاز‌ندارید!!!‌‌‌-‌اثبات‌در‌متفرقه‌ویژه‌رشته‌ریاضی‌

برای‌‌ قانون‌ ....،‌‌1A‌‌،2Aپیشامد‌‌‌‌nاین‌ ‌،Anنمونه‌ای‌‌‌‌ از‌فضای‌ نیز‌قابل‌‌‌‌Sبا‌احتمال‌های‌مثبت‌
‌ست.‌‌تعمیم‌ا

‌طریق‌امکان‌پذیر‌است‌!‌ n!پیشامد‌،‌به‌‌nنوشتن‌این‌قانون‌برای‌

از‌این‌کیسه‌به‌تصادف‌‌‌‌5قرمز‌و‌‌‌‌4مهره‌سبز‌و‌‌‌‌2کیسه‌ای‌شامل‌‌ (21 ‌‌3آبی‌است.‌
‌گوی‌به‌ترتیب‌و‌بدون‌جایگذاری‌خارج‌می‌کنیم‌:

‌بی‌باشد؟الف‌(‌چقدر‌احتمال‌دارد‌اولی‌سبز‌و‌دومی‌قرمز‌و‌سومی‌آ
‌
‌

‌ینکه‌فقط‌گوی‌اول‌و‌سوم‌آبی‌باشد،‌چقدر‌است‌؟ب(‌احتمال‌ا
‌
‌

دارای  جعبه (22 به تصادف    3لامپ شامل    12ای  اگر   . است  لامپ   3لامپ خراب 
احتمال اینکه هر سه معیوب باشند چقدر است ؟    از جعبه برداریم،متوالیا و بدون جایگذاری  

 قدر است ؟، چاحتمال اینکه حداقل یک لامپ خراب باشد
3 2 1 1

12 11 10 220

9 8 7 21 34
1 1

12 11 10 55 55

  =

− − − − − − − − − − − − − − − − − −

−   = − =

‌

داشته   (23 خوبی  ی  روحیه  اگر  پنالتی  ضربات  زدن  هنگام  در  فوتبال  بازیکن  یک 
درصد گل می    60شته باشد، به احتمال  دادرصد و اگر روحیه ی خوبی ن  90باشد، به احتمال  

وبی دارد و در  زند. فرض می کنیم اگر بازیکن یک ضربه پنالتی را وارد دروازه کند، روحیه ی خ
خوبی   روحیه ی  اولین ضربه،  از  قبل  بازیکن  این  اگر  ندارد.  خوبی  روحیه ی  این صورت  غیر 

 :  داشته باشد، با کدام احتمال از سه ضربه ی متوالی او 
−  الف( دقیقاً دو ضربه ی آخر گل می شود؟      =(1 0/9) 0/ 6 0/9 0/054 

 
 

 ب( فقط ضربه ی آخر گل می شود؟
 
 

 0/036=       ربه ی اول گل می شود؟پ( فقط ض
‌
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 ثال بیشتر م 6-3

شامل  جعبه (24 و    4ای  سفید  دو    6مهره  است.  سیاه  مهره 
مهره به تصادف و یکی پس از دیگری خارج می کنیم. احتمال آنکه هر  

           ل سیاه بودن دومی( در دو حالت زیر:ادو سیاه باشند)و همچنین احتم
 ، جرج پولیا را در نظر بگیرید !(  ل)بعد از ح

 بدون جایگذاری             -1

=سیاه بودن اولی و دومی :                    =  =1 2 1 2 1
6 5 1

( ) ( ) ( | )
10 9 3

P b b P b P b b 

   احتمال آنکه دومی سیاه بوده باشد؟  توجه: اگر مهره اول سفید بود 

=2 1
6

( | )
9

P b w 

 مهره اول سفید باشد و مهره دوم سیاه باشد : دبپرسند چقدر احتمال دار توجه: اگر 

=  =  =1 2 1 2 1
4 6 4

( ) ( ) ( | )
10 9 15

P w b P w P b w 

 اگر می پرسند کلًا احتمال سیاه بودن مهره دومی:  

= + =2 1 2 1 2
3

( ) ( ) ( )
5

P b P b b P w b 

 با جایگذاری   -2

=سیاه بودن دومی به شرط سیاه بودن اولی :                          =2 1 2
6

( | ) ( )
10

P b b P b 

=  =  =  =1 2 1 2 1 1 2
6 6 9

( ) ( ) ( | ) ( ) ( )
10 10 25

P b b P b P b b P b P b 

   احتمال آنکه دومی سیاه بوده باشد؟  توجه: اگر مهره اول سفید بود 

= =2 1 2
6

( | ) ( )
10

P b w P b 

 بپرسند چقدر احتمال دارد مهره اول سفید باشد و مهره دوم سیاه باشد :توجه: اگر 

=  =  =  =1 2 1 2 1 1 2
4 6 6

( ) ( ) ( | ) ( ) ( )
10 10 25

P w b P w P b w P w P b 

 مهره دومی:   ناگر می پرسند کلًا احتمال سیاه بود

= + = =2 1 2 1 2
15 3

( ) ( ) ( )
25 5

P b P b b P w b 

 
 با جرجی جونم بررسی کن !مساله سیاه بودن مهره دوم رو حالا 
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پرتاب   (25 آنکه    3در  احتمال  باشد،  ظاهر شده  یکی  روی  کم  اگر دست  سکه 
 حداکثر روی دو تا ظاهر شده باشد، چقدر است ؟ 

 
 
 

بار رو ظاهر می گردد.    10  ر یک سکه را ده بار متوالی پرتاب می کنیم  و ه  (26
 احتمال آنکه در یازدهمین پرتاب رو بیاید چقدر است؟ 

 

بزرگتر پسر و کوچکتر دختر    فرزند است احتمال آنکه فرزند  2خانواده ای دارای   (27
 باشد، چقدر است ؟

‌
 

داراری  خانواده    (28 باشد   3ای  می  فرزند  فرزند  اگر  باشد،  .  دختر  احتمال  اول 
 اشد چقدر است؟  ب آنکه فرزند سوم پسر  

 برابر است با ...............   چون مستقل اند پس جواب 
 

با     (29 ای  خانواده  باشد،    3در  دختر  فرزندان  از  یکی  تنها  بدانیم  اگر  فرزند 
 احتمال پسر بودن سومین فرزند چقدر است ؟ 

2

3
− −  =BBG BGB GBB p 

نموده    (30 کنکور سراسری شرکت  در  محمد  و  علی  و  قبولی    و اند  امیر  احتمال 
2 3 1
, ,

5 7 6
شوند)    قبول  نفرشان  یک  فقط  اگر  باشد) Bدارند.  امیر  آنکه  احتمال   ،)A  چقدر  )

 است ؟ 
1 3 2

(1 ) (1 )( ) 6 7 5( )
1 3 2 1 3 2 1 3 2( ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 ) (1 )
6 7 5 6 7 5 6 7 5

 −  −
= =

 −  − + −   − + −  − 

p A B
p A B

p B
 

 
 
 
 

 مثال بیشتر در متفرقه! 
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 تکمیلی پیشامدهای مستقل و وابسته  4

 چند مثال از استقلال  1-4

 یک تاس سالم با هم،   ودر آزمایش پرتاب یک سکه ی سالم  (31
 می آید؟  6الف: اگر سکه »رو« ظاهر شود، با کدام احتمال تاس عدد 

 
 ظاهر شود، با کدام احتمال سکه »رو« می آید؟   6ب: اگر تاس عدد 

 
‌مستقل‌اند‌اگر‌و‌تنها‌اگر:‌‌‌Sبا‌احتمال‌های‌غیرصفراز‌فضای‌نمونه‌ی‌‌‌Bو‌‌‌Aدو‌پیشامد‌یادآوری‌:‌‌

 

 

 

در یک    8/0و    7/0با احتمال های قبولی به ترتیب    Bو    Aی  ادو نفر به نام ه (32
 آزمون شرکت می کنند. با کدام احتمال:  

 هر دو قبول می شوند؟   ( الف
دو    Bو قبولی    Aاگر شرایط آزمون را بدون تأثیر در یکدیگر فرض کنیم، در این صورت قبولی  

 داریم : پیشامد مستقل اند و ربطی به هم ندارند. پس 
= =  =( ) ( ). ( ) 0/7 0/8 0/56P A B P A P B 

 ب( دست کم یکی قبول می شود؟
= = + − = + − =( ) ( ) ( ) ( ) 0/ 7 0/8 0/56 0/94P A B P A P B P A B   )دست کم یکی قبول(P 

 چ کدام قبول نمی شوند؟    هی( پ
      = = = − = − =  ( ) (( ) ) 1 ( ) 1 0/94 0/06P A B P A B P A B )هیچ کدام قبول(P 

 قبول می شود؟ Aفقط (ت
= = − = − = − =( ) ( ) ( ) ( ) 0/ 7 0/56 0/14P A B P A B P A P A B فقط(A  )قبولP 

 

ب (33 یم های شرکت  ی نهایی مسابقات ورزشی لازم است ت  مرحله  هبرای رسیدن 
دور  دو  در  تکننده  نمایند.  مقدماتی شرکت  به ه مسابقات  بازنده شود،  دودوره  درهر  که  یمی 

باشد، احتمال    8/0برابر    Aمرحله ینهایی راه نمی یابد. اگر احتمال پیروزی در هر بازی برای تیم  
 است؟ رحضور این تیم در مرحله ی نهایی چقد 

1 )9/0                                   2 )96/0                                 3 )94/0                                4 )98/0 

 

 

 

= =( ) ( ) , ( ) ( )P A B P A P B A P B 
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که    Bو    Aاگر   (34 طوری  به  باشند  مستقل  پیشامد  )=دو  ) 0/1P A B    و
 =( ) 0/ 4P A B  حاصل ،( )P A B   .را بیابید 





⎯⎯→




 =  − =  − =  =

= =  = =

 = +  −  = + − − =
( )

( ) 0/ 4 ( ) 0/ 4 ( ) ( ) 0/ 4 ( ) 0/ 5
1( ) 0/1 0/ 5 . ( ) 0/1 ( ) 0/ 2
5

( ) ( ) ( ) ( ) 0/ 5 (1 0/2) 0/ 4 0/9
P A

P A B P A B P A P A B P A

P A B P B P B

P A B P A P B P A B

 

Aدو پیشامد مستقل باشند و    Bو    Aنشان دهید اگر    (35 B  آن گاه ،P(A)=0 
 P(B)=1یا 

A)توجه کنید  B  پس ،=A B A ) 

= =

=  − =

 − =  = =

( ) ( ) , ( ) ( ). ( )
( ) ( ). ( ) ( ) ( ). ( )

( ).(1 ( )) ( ) ( ) 1

P A B P A P A B P A P B

P A P A P B P A P A P B

P A P B P A or P B

 

 

 ل خاص استقلال پیشامدهادم 2-4

می   (36 نظر  در  را  زیر  پیشامد  دو  با هم  سالم  تاس  دو  پرتاب  آزمایش  در 
 است.   n: مجموع دو تاس برابر Bآمده است.            4: تاس اول عدد        Aگیریم: 

 وابسته اند.   n=6، این دو پیشامد مستقل اند و برای n=7نشان دهید برای  
=می دانیم   =2( ) 6 36n S از طرفی پیشامد .A   :عبارتست از 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =  = = =
( ) 6 1

4,1 , 4,2 , 4, 3 , 4, 4 , 4, 5 , 4, 6 ( )
( ) 36 6
n A

A P A
n S

 

Aحال به بررسی   B  می پردازیم 

( ) = → = = = 
( ) 1 1 1

4, 3 ( )
( ) 36 6 6

n A B
A B P A B

n S
 

)=همان طور که ملاحظه می کنید   ) ( ). ( )P A B P A P B پس ،A  وB   .دو پیشامد مستقل اند 
 ( تشکیل می دهیم: 6)مجموع دو تاس برابر  n= 6را برای  Bامد شیک بار دیگر پی
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مهره سیاه است. دو مهره ی پی در پی و    7مهره ی سفید و    5کیسه ای شامل  (37
پیشامد »سفید بودن مهره ی اول« و    Aبه تصادف از کیسه خارج می کنیم. فرض می کنیم  

B پیشامد »سفید بودن مهره ی دوم« است. نشان دهید:   
 دو پیشامد مستقل اند.   Bو  Aالف: در حالتی که انتخاب مهره ها با جای گذاری است، 

 
 

 دو پیشامد وابسته اند.  Bو  Aب: در حالتی که انتخاب مهره ها بدون جای گذاری است، 
 
‌
‌

به طور شهودی نیز می توان مستقل بودن را در حالت با جای گذاری توجیه نمود. چون قبل از  
 ه ی دوم، مهره ی اول به کیسه برگردانده می شود، پس تأثیری درمهره ی دوم ندارد.  ر انتخاب مه 

اما در حالت بدون جای گذاری، چون مهره ی اول به کیسه برگردانده نمی شود، پس آگاهی  
 ما در مورد فضای نمونه ای تغییر کرده است و روی مهره ی دوم اثر دارد.  

 یک مطلب خوف! 
باشند‌و‌‌Sاز‌فضای‌نمونه‌ی‌‌ددو‌پیشام‌Bو‌‌‌Aاگر‌ ,B Aمتمم‌های‌آن‌ها‌باشند،‌این‌دو‌پیشامد‌‌

‌مستقل‌اند‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌رابطه‌ی‌زیر‌بین‌آن‌ها‌برقرار‌باشد:‌

 

در    12و    11نمودار تعداد دانش آموزان رشته های ریاضی و تجربی در پایه های   (38
ان به صورت زیر است، پیشامدهای رشته و پایه ی تحصیلی  گدو دبیرستان علامه حلی و فرزان

 در کدام دبیرستان مستقل هستند؟

 
 
 
( فقط علامه حلی          1
 ( فقط فرزانگان  2
           دبیرستان   ( هر دو3
 ( هیچ کدام  4
‌

‌بررسی‌تشریحی‌و‌فهم‌داستان
 

 فرزانگان   ریاضی   تجربی  علامه حلی  ریاضی  تجربی

 یازدهم  100 150  یازدهم  100 120

 دوازدهم  50 100  دوازدهم  50 60
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 ناسازگاری و استقلال  3-4
پیشامد‌‌ دو‌ دیگر‌ عبارت‌ به‌ ندارند.‌ مشترکی‌ برآمد‌ هیچ‌ ناسازگار،‌ پیشامد‌ دو‌ دانیم‌ ‌‌Bو‌‌‌‌Aمی‌

هرگاه‌‌ =Aناسازگارند‌ B  یا‌‌=( )P A Bها‌‌‌‌ آن‌ توأم‌ دادن‌ رخ‌ است.‌‌غیعنی‌ یرممکن‌
‌‌Bو‌‌‌‌Aبنابراین‌واضح‌است‌که‌ناسازگاری‌دو‌پیشامد‌ربطی‌به‌مستقل‌بودن‌آن‌ها‌ندارد.‌چون‌اگر‌‌

گاه‌‌ آن‌ باشند،‌ پیشامد‌مستقل‌ )=دو‌ ) ( ). ( )P A B P A P Bقابل‌‌ آن‌ها‌ توأم‌ دادن‌ رخ‌ یعنی‌ ‌،
)=قبول‌است.‌حال‌اگر‌فرض‌کنیم‌دو‌پیشامد‌ناسازگار‌و‌مستقل‌اند،‌آن‌گاه‌‌ ). ( )P A P Bو‌لذا‌‌‌

=( )P Aیا‌‌‌‌=( )P B‌‌‌‌.است )نشدنی(‌ غیرممکن‌ پیشامد،‌ دو‌ از‌ یکی‌ دیگر‌حداقل‌ عبارت‌ به‌ و‌
‌پس‌ناسازگاری‌پیشامدها‌ربطی‌به‌مستقل‌بودن‌آن‌ها‌نداردو‌برعکس.‌‌

‌به‌طور‌کلی:‌‌
‌باشند،‌Sحتمال‌های‌مثبت‌از‌فضای‌نمونه‌ای‌‌ادو‌پیشامد‌با‌‌Bو‌‌Aقضیه:‌اگر‌

‌ناسازگار‌باشند،‌مستقل‌نیستند.‌‌Bو‌‌Aدر‌صورتی‌که‌
‌مستقل‌باشند،‌ناسازگار‌نیستند.‌‌Bو‌‌Aدر‌صورتی‌که‌

‌به‌طور‌خلاصه‌داریم‌
Aو‌‌Bدو‌پیشامد‌ناسازگارند‌‌‌Aو‌‌B‌)دو‌پیشامد‌مستقل‌اند‌)با‌احتمال‌های‌مثبت‌

=A B‌
‌
‌

=( )P A B 
= +( ) ( ) ( )P A B P A P B 

‌تبدیل‌به‌+‌
آن‌ها‌‌توأمبا‌هم‌رخ‌بدهند.‌)رخ‌دادن‌‌نمی‌توانند

‌است(‌غیرممکن

A B‌
‌
‌
=( ) ( ). ( )P A B P A P B‌

= + −( ) ( ) ( ) ( ). ( )P A B P A P B P A P B‌
‌× تبدیل‌به‌‌

در‌‌‌تأثیریبا‌هم‌رخ‌بدهند.‌)رخ‌دادن‌یکی‌‌‌می‌توانند
‌.(‌ندارددیگری‌‌رخ‌دادن

 
 متمم گیری ، استقلال پیشامدها را حفظ می کند. یادتان هست ؟؟!!

 سه پیشامد مستقل  4-4
‌ر‌برقرار‌باشد‌ینه‌ای‌را‌مستقل‌می‌گوییم‌هرگاه‌چهار‌شرط‌ز‌از‌یک‌فضای‌نمو‌‌Cو‌‌Bو‌‌Aسه‌پیشامد‌

( ) ( ). ( )

( ) ( ). ( )

( ) ( ). ( )

( ) ( ). ( ). ( )









=

=

=

=

P A B P A P B

P B C P B P C

P A C P A P C

P A B C P A P B P C

‌‌

 دقت‌کنید‌سه‌تساوی‌اول‌‌دو‌به‌دو‌مستقل‌بودن‌را‌نشان‌می‌دهند.‌‌
را‌مستقل‌می‌گوییم‌هرگاه‌احتمال‌اشتراک‌هر‌تعداد‌از‌‌‌An.....و‌1A‌‌،2Aپیشامد‌‌nدر‌حالت‌کلی،‌‌

مستقل‌باشند،‌سه‌به‌سه‌‌‌این‌پیشامدها‌با‌حاصل‌ضرب‌احتمال‌آن‌ها‌برابر‌باشد‌)یعنی‌دو‌به‌دو
‌مستقل‌باشند‌و...(‌

ممکن‌است‌سه‌پیشامد‌دو‌به‌دو‌مستقل‌باشند،‌اما‌سه‌پیشامد‌مستقل‌نباشند‌)یعنی‌ممکن‌است‌‌
‌د،‌اما‌شرط‌چهارم‌برقرار‌نباشد(سه‌شرط‌اول‌صدق‌کنن

A B A B 
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نظر  (39 در  را  زیر  پیشامد  سه  هم،  با  سالم  ی  سکه  دو  پرتاب  آزمایش   در 
 می گیریم:  

 ب: آمدن رو در سکه ی دوم        پ: آمدن فقط یک رو   رو در سکه ی اول         مدنالف: آ
 ثابت کنید این سه پیشامد دو به دو مستقل اند ولی هر سه مستقل نیستند.  

 = = =
( ) 2 1( )
( ) 4 2
n A

P A
n S

 ) الفA=  {)ر.ر( و )پ، ر( } 

 = = =
( ) 2 1( )
( ) 4 2
n B

P B
n S

 )ب  B=  {)ر.پ( و )ر، ر( }

 = = =
( ) 2 1( )
( ) 4 2
n C

P C
n S

 )پ  C=  {( و )پ، ر( پ )ر.} 

 اکنون اشتراک های دو به دو را می یابیم.  
A  وB   مستقل اند = = = 

( ) 1( ) ( ). ( )
( ) 4

n A B
P A B P A P B

n S
A=  {)ر،ر(}  B 

B  وC   مستقل اند = = = 
( ) 1( ) ( ). ( )
( ) 4

n A C
P A C P A P C

n S
B= {)ر،پ(}  C 

A  وC قل اند  مست = = = 
( ) 1( ) ( ). ( )
( ) 4

n A C
P A C P A P C

n S
A= {)پ،ر(}  C 

 همان طور که ملاحظه شد این سه پیشامد دو به دو مستقل اند. اما چون داریم  

= → = ( ) ( ). ( ). ( )A B C P A B C P A P B P C  
 لذا سه پیشامد مستقل نیستند. )در واقع هر سه با هم ناسازگارند.(

ت (40 ترتیب،    Cو    Bو    Aیم کوهنوردی  سه  به  احتمال موفقیت    50و    45،  40با 
شوند.   می  اعزام  دماوند،  ی  قله  به  صعود  جهت  به  جداگانه  طور  به  که  درصد  این  احتمال 

 ها موفق به صعود شود چقدر است؟  یمحداقل یکی از این ت 
 

های   (41 نام  به  تیرانداز  نفر  ترتیب    Cو    Bو    Aسه  به  های  احتمال  1با  1 1
, ,

3 4 6
  

هدفی را می زنند. اگر هر کدام یک بار تیراندازی کنند، با کدام احتمال فقط یک نفر به هدف  
 می زند؟ 

1 )5
12

       2  )29
60

            3 )31
72

            4  )49
90

 

 « این سه نفر مستقل از یکدیگرند. پس:  3گزینه »  پاسخ
= + + =     

+ +     

= − − + − − + − − =)

( ) ( ) ( )
( ). ( ). ( ) ( ). ( ). ( ) ( ). ( ). ( )
1 1 1 1 1 1 1 1 1 31( ) (1 ) (1 (1 ) ( ) (1 ) (1 ) (1 ) ( )
6 4 3 6 4 3 6 4 3 72

P A B C P A B C P A B C

P A P B P C P A P B P C P A P B P C
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 قائده بیز   –قانون احتمال کل  5

 مفاهیم 1-5
 احتمال کل 

نمونه‌ فضای‌ ‌اهرگاه‌ ‌Sی‌ ‌‌ به‌ ‌را‌ ناسازگار‌شاپی‌ دوبدو‌ مدهای‌
1 2 3, , ,... nA A A Aافراز‌کنیم.‌احتمال‌وقوع‌پیشامد‌‌‌‌Xرا‌باید‌به‌‌‌‌

1تمال‌وقوع‌‌شرط‌اح 2 3, , ,... nA A A Aبررسی‌نمود.‌بدین‌ترتیب‌‌‌
پیشامد‌‌ وقوع‌ احتمال‌ ابتدا‌ که‌

i
Aاحتما‌‌ در‌ و‌ کرده‌ محاسبه‌ ل‌‌را‌

به‌شرط‌وقوع‌‌‌Xوقوع‌پیشامد‌
i

A‌:.......ضرب‌نمود‌و‌
‌

1 2

1 1
1

( ) ( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( )
=

= + + +

=  + +  = 

n

n

n n i i
i

p x p x A p x A p x A

p x p x A p A p x A p A p x A p A
‌

‌
 )بیژن!( یز قانون ب

توان‌پاسخ‌داد‌محاسبه‌احتمال‌رخداد‌‌سوال‌دیگری‌که‌می
i

Aاگر‌پیشامد‌‌‌‌Xرخ‌داده‌باشد‌است‌‌‌
‌یعنی‌:

( ) ( )
( )

( )


=

i i

i

p x A p A
p A x

p x
 

‌به‌این‌فرمول‌قائده‌بیز‌گویند!!!!!‌
‌

42) ‌ های‌ ماشین‌ توسط‌ کارخانه‌ یک‌ ‌A,B,C,Dمحصولات‌ مشارکت‌‌ درصد‌ با‌
1 %, 2 %, 3 %, 4 %A B C D گردند.‌‌و‌درصد‌معیوب‌بودن‌در‌هر‌کدام‌از‌ماشین‌ها‌تولید‌می‌‌

%5بترتیب‌‌ , 1 %, 15%, 2 %A B C Dک‌‌ این‌ از‌ محصولی‌ اگر‌ باشد.‌ گردد،‌می‌ خریداری‌ ارخانه‌
‌چقدر‌احتمال‌دارد:

‌؟‌(X)معیوب‌باشدالف(‌
= + + +

=  +  +  +  = =

( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )

5 1 1 2 15 3 2 4 15
/15

1 1 1 1 1 1 1 1 1

P X P X A P A P X B P B P X C P C P X D P D
 

‌
‌تمال‌دارد‌از‌ماشین‌با‌بیشترین‌تولید‌باشد؟،‌چقدر‌احاگر‌معیوب‌باشدب(‌



= = =

2 4
( | ) ( ) 81 1( | )

15( ) 15
1

P X D P D
P D X

P X
‌

‌
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 مثال های احتمال کلی  2-5

همانند   (43 ظرف  از سه  اولین ظرف  و    3در  ی    5مهره ی سفید  در  مهره  سیاه، 
با چشم    .و در ظرف سوم فقط سیاه وجود دارد  مهره سیاه  2مهره ی سفید و    4دومین ظرف  

ا مهره ای به تصادف انتخاب می کنیم. احتمال سیاه بودن این مهره بسته از یکی از ظرف ه
 چقدر است؟ 

 به کمک فرمول داریم : 

 +  +  =

=  +  + 

=
5 1 2 1 1 471
8 3 6 3 3 72

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )I I I I I IP b P b P I P b P I I P b P I I I
 

  اریم:به کمک نمودار درختی د
 

  

 

 

                                       

 

 

 

مهره ی    7شامل    ی دوم  مهره ی سیاه و   5مهره سفید و    4دو ظرف داریم. اولی   (44
و   بدون    10سفید  و  برداشته  تصادفی  طور  به  مهره  یک  اول  ظرف  از  است.  سیاه  ی  مهره 

ظرف  از  مهره  یک  اکنون  دهیم.  می  قرار  دوم  ظرف  در  را  آن  داریم.    مشاهده،  می  بر  دوم 
 احتمال این که این مهره سفید باشد چقدر است؟

ول چه بوده است. به عبارت  ابتدا بررسی کنیم که رنگ مهره ی انتخابی از ظرف اپاسخ:  
 دیگر در ظرف دوم به کدام رنگ افزوده شده است. 

4بر  توجه کنید با توجه به محتویات ظرف اول احتمال سفید بودن مهره ی انتخابی برا
9

و    

5احتمال سیاه بودن آن  
9

 است. داریم:   

 

 

 

 

 

+


→  





→  
⎯⎯→



→ 




1 5
3 8

1 2
47

3 6
72

1
1

3

 

 سیاه

 فیدس

 سیاه

 فیدس

 سیاه

 فیدس

5
8
5
8
 

3
8

 

2
6

 

4
6

 

1 

 

 1ظرف 

 2ظرف 

 3ظرف 

1
3

 

1
3

 

+


→  




⎯⎯→


→ 



4 8
9 18

67
162

5 7
9 18

 

 مهره ی انتخابی از ظرف دوم سفید است  

 
 است   مهره ی انتخابی از ظرف دوم سیاه 

 

8
18

 

10
18

 

 در این حالت یک مهره سفید

 به ظرف دوم اضافه می شود 

 

 مهره ی اول از ظرف انتخابی سفید است 

 

 وم سفید است  مهره ی انتخابی از ظرف د

 
 است   مهره ی انتخابی از ظرف دوم سیاه 

 

7
18

 

11
18

 
 سیاهدر این حالت یک مهره 

 ظرف دوم اضافه می شود به 

 

 است  یاهمهره ی اول از ظرف انتخابی س

 

4
9

 

5
9
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مهره ی سیاه است. مهره ای به تصادف    bمهره ی سفید و    aکیسه ای شامل   (45
دومی خارج می کنیم. احتمال آن که    ، مهره ی بیرون می آوریم و بدون مشاهده ی رنگ آن

 فید باشد چقدر است؟ مهره ی دوم س
احتمال سفید   یا سیاه است. می دانیم  اول سفید  رنگ مهره ی  ابتدا بررسی می کنیم که 

بر  اول  ابر  بودن مهره ی 
+

a

a b
برابر     احتمال سیاه بودن آن  و 

+

b

a b
با فرمول    است. اکنون 

 احتمال کل داریم : 
1 1( 2) ( 2 ) (W1) ( 2 ) ( 1)

1
1 1

( 1) ( 1 )
( )( 1) ( )( 1 )

=  + 

−
=  +  =

+ − + + − +
− + − +

= = =
+ + − + − + +

W BP W P W P P W P B

a a a b
a b a b a b a b
a a b a a a b a

a b a b a b a b a b

 

 
همان طور که ملاحظه می شود احتمال »سفید بودن مهره ی دوم« با احتمال »سفید بودن مهره ی 

 اول« برابر است!! 
چون‌رنگ‌مهره‌ی‌اول‌را‌مشاهده‌نکردیم،‌آگاهی‌ما‌در‌مورد‌فضای‌نمونه‌ای‌)تمام‌حالت‌‌‌‌وجه:ت

م‌رنگ‌کم‌شده‌استپس‌می‌توان‌‌های‌ممکن(‌تغییری‌نکرده‌است.‌به‌عبارت‌دیگر‌نمی‌دانیم‌از‌کدا
که‌مهره‌ی‌اول‌هم‌چنان‌داخل‌کیسه‌است‌)تا‌زمانی‌که‌آگاهی‌ما‌درمورد‌فضای‌نمونه‌‌‌فرض‌کرد

‌‌‌)شتر دیدی ندیدی(.تغییری‌نکرده‌است،‌انگار‌اتفاقی‌نیفتاده‌است!(‌ای‌
اگر م‌‌این‌موضوع‌قابل‌تعمیم‌است.‌یعنی‌ اول‌چند‌مهره‌خارج‌کنیم‌و‌رنگ‌آن‌ها‌ بار‌ شخص‌‌در‌

کیسه‌فرض داخل‌ را‌ توان‌همگی‌ می‌ باز‌هم‌ پولیا‌‌نباشد،‌ به‌مسئله‌ی‌ این‌مطلب‌ معروف‌‌‌‌کرد.‌
‌دیگه ببینیم : یک مثال -   )جرجی جونم(‌است.‌

شامل‌‌ (46 ای‌ و‌‌‌‌4کیسه‌ سفید‌ ی‌ مهره‌‌‌5مهره‌ سه‌ تصادف‌ به‌ است.‌ سیاه‌ ی‌ مهره‌
و‌بدون‌مشاهده‌ی‌رنگ‌آن‌ها‌مهره‌ی‌چهارمی‌خارج‌م آوریم‌ کنیم.‌احتمال‌آن‌که‌‌بیرون‌می‌ ی‌

‌مهره‌ی‌آخر‌سفید‌باشد‌کدام‌است؟

 مثال های بیز  3-5

. مهره های  مهره ی یکسان است  10سه جعبه مشابه، هر کدام شامل   (47
عدد    8عدد آبی و   2جعبه ی اول آبی، مهره های جعبه ی دوم قرمز و مهره های جعبه ی سوم  

ه ای از آن خارج می نماییم. اگر این  ه را انتخاب می کنیم و مهر بعقرمز اند. به تصادف یک ج 
 مهره آبی باشد، چقدر احتمال دارد که همه ی مهره های داخل آن جعبه آبی باشند؟ 

 
1

1P( I) ( ) 53P(I )
1 1 1 2( ) 61
3 3 3 10


= = =

 +  + 

b P I
b

P b
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صندوق از    3میوه فروشی ده صندوق سیب از سه باغ مختلف خریده است.   (48
ی. در این سه باغ احتمال لکه دار  صندوق از باغ جنوب   2صندوق از باغ مرکزی و    5باغ شمالی،  

درصد است. با فرض این که تعداد سیب ها در صندوق    5و    3،  10بودن یک سیب به ترتیب  
این  های م اگر  داریم،  بر می  به تصادف  از صندوق ها  از یکی  برابر است، یک سیب  ختلف 

 سیب لکه دار باشد، با کدام احتمال از باغ شمالی است؟ 
احتمال کل گفته شد، نمودار درختی این مسئله به صورت زیر  همانند آن چه که در   قانون 

 ن را مشخص می کنیم: است. با توجه به لکه دار بودن سیب انتخابی، حالت های ممک
 پس احتمال موردنظر عبارت است از:  

 

 

 

 

 

 

درصد دانش آموزان    80و    Aدرصد دانش آموزان کلاس    70در یک دبیرستان،   (49
سه برابر تعداد    Aات دانش آموزی شرکت کرده اند. اگر تعداد افراد کلاس  در انتخاب  Bکلاس  

این دو کلاس انتخاب کنیم، با   ندگانرأی دهباشد و فردی به تصادف از بین    Bافراد کلاس  
 است؟ Aکدام احتمال این فرد از دانش آموز کلاس 

 

 

 

 

 

 

 

 
‌

‌چند‌کلید‌مهم‌:
‌که‌:‌‌‌شرطی‌!‌:‌بیژن‌‌به‌شرطی‌–اگر‌‌–می‌دانیم‌‌–در‌صورتیکه‌
‌.....‌‌‌‌‌‌:‌بیژن‌‌‌-از‌بین‌‌–مشاهده‌شد‌

‌لم‌تعدادی‌به‌کاربرده‌شده‌در‌سوال‌قبل!‌‌‌
 ت‌اول‌سوال‌قبل‌!‌لم‌ترجمه‌قسم

 

 
بودن   دار  شمالی(    |)لکه  باغ  از 

P 

 مطلوب  

 ممکن  

 لکه دار  

 سالم 
1/0 

 صندوق از باغ شمالی 


= =

 +  + 
0/ 3 0/1 6

0/ 3 0/1 0/5 0/03 0/2 0/05 11
 

9/0 3/0 
 لکه دار  

 سالم 

03/0 

97/0 
 5/0 مرکزی صندوق از باغ 

 لکه دار  

 95/0 سالم 
 جنوبی صندوق از باغ 

05/0 2/0 
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نسخه خوان های انتشارات هستند که به ترتیب    cو    b,aسه نفر با نام های   (50
، 90از این سه نفر به ترتیب    امخوانی ها را انجام می دهند. هر کد  درصد نسخه  50و    30،  20
درصد نسخه ها را بی غلط تحویل می دهند. اگر صفحه ای از نسخه های تحویل داده    99و    95

ب کنیم و غلط داشته باشد، با کدام احتمال مسئول خواندن این صفحه  انتخا ه تصادف شده ب
 بوده است؟ aشخص 

 
 

= =
 +  + 

0/2 0/1 1
0/2 0/1 0/3 0/05 0/5 0/01 2

 P(aشخص   از|)غلط دار بودن نسخه

به  (51 که  دارد  وجود  )پ(  و  )ب(  )الف(،  یازدهم  کلاس  سه  دبیرستان،  یک  در 
زمون نیم سال اول، از این سه کلاس به ترتیب  دانش آموز دارند و در آ   35و    33،  32ترتیب  

نفر به عنوان افراد ممتاز معرفی شده اند. دانش آموزی به تصادف از پایه ی یازدهم    6و    9،  8
 نتخاب می کنیم:  این دبیرستان ا

 الف: با کدام احتمال این دانش آموز به عنوان ممتاز معرفی شده است؟ 
 
 
 

)الف(  ب: اگر این دانش آموز به عنوان م از کلاس  با کدام احتمال  متاز معرفی شده باشند، 
 است؟

 

 

 
‌

 حل‌هوشمندانه‌!!!!‌‌
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 مثال بیشتر  4-5

موجودند (52 زیر  های  اظرف  تصادف  به  را  ها  ظرف  از  یکی  کنیم  ،  می  و  نتخاب 
 مهره ای خارج می کنیم 

 
 
 
 

‌احتمال‌سفید‌بودن‌مهره‌چقدر‌است‌؟‌-1
( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )

3 1 6 1 1 1 1

10 3 10 3 10 3 3

= + +

=  +  +  =

P w P w A P A P w B P B P w C P c
‌

‌
‌باشد‌چقدر‌است‌؟‌Aاز‌ظرف‌‌‌‌اینکه‌سفید‌باشد،‌احتمال‌اگر‌‌-2

1 3
( ). ( | ) 33 10( )

1( ) 10
3


= = =

P A P w A
P A w

P w
 

 
‌حل‌هوشمندانه‌!!!!‌‌

مهره موجود   10هر ظرف به تعداد مساوی    چون احتمال انتخاب ظرف ها برابر و هم چنین در

10: پاسخ قسمت اول                                                   است    1
( )

30 3
= =P w 

3  و         پاسخ قسمت دوم   :                
10

)     :    Aدر سفید بودن  = )P A w         

 
 

زن)  30%  (53 اداره  یک  هرگاه  Wکارکنان  باشند.  می  و    20%(  زن    % 60کارکنان 
در صورتی که کارمندی از این اداره انتخاب شود، اگر  ( باشند.  Cکارکنان مرد دارای اتوموبیل)

 اتوموبیل داشته باشد چقدر احتمال دارد مرد باشد؟
 

60 70
( ) ( ) 7100 100( )

60 70 20 30 8( ) ( ) ( ) ( )
100 100 100 100


= = =

 +   + 

p C M p M
p M C

p C M p M p C W p W
 

 
 

 

3 4 3 

w b r 

A 

6 2 2 

w b r 

B 

1 3 6 

w b r 

C 
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ظر  (54 به  توجه  زیر،  با  های  ظرف    4ف  از  ظرف    Aمهره  از  مهره  یک    2و    Bو 
ظرف   از  ظر   Cمهره  از  حال  دهیم.  می  قرار  چهارمی  ظرف  در  و  کرده  یک  خارج  چهارم  ف 

 مهره بیرون می آوریم :  
 
 
 
 
 این مهره چقدر است؟ احتمال سفید بودن    -1

( ) ( | ) ( ) ( | ) ( ) ( | ) ( )

2 4 5 1 1 2 15
8 7 8 7 8 7 56

= + +

=  +  +  =

P w P w A P A P w B P B P w C P c
 

 
 آمده باشد ؟   Cال دارد از ظرف  اگر این مهره سفید باشد چقدر احتم   -2

2 1
( ). ( | ) 27 8( )

15( ) 15
56


= = =

P C P w C
P C w

P w
 

 

دانشجوی    (55 دانشگاه  از  پزشکی یک  مابقی دختر   40ان  و  پسر  هستند.    درصد 
و    25اگر   پسران  انتخاب    30درصد  تصادف  به  دانشجو  یک  باشند.  عینکی  دختران  درصد 
 عینکی است؟   و کنیم، به کدام احتمال دختر  می 

 
 
 
 

قبلی   (56 سوال  دختر  در  احتمال  کدام  به  کنیم  انتخاب  عینکی  دانشجوی  اگر 
 است؟ 

 
 
 

 + یک مثال خیلی خفن   مثال بیشتر در متفرقه! 
‌
‌
‌
‌
‌

2 5 1 

w b r 

A 

5  3  

w b  

B 

1  7 

w  r 

C 
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 انی فصل مسائل پای 6

 متوالی پرتاب می کنیم. مطلوب است احتمال وقوع:  بار  10یک سکه را  (57
    سه بار رو ظاهر شود؟   -الف

 
 
 
 = = =10

10
3 15( 3)

1282
P x        

 اقل دو بار رو؟    حد  -ب
   
   
   
   

+

 = − = + = = − =10

10 10
1 1013( 2) 1 ( ( ) ( 1)) 1

10242
P x P x P x 

1023                                 .....                                             بار رو؟ 9 حداکثر  -پ
1024

 

را پرتاب میسکه (58 نه  ای  اگر  و  ، تاس میریزیم  بیاید  اگر رو  بار دیگر    3کنیم. 
 زیم. احتمال ظاهر شدن دقیقا یک بار روی سکه چقدر است؟سکه میری

 
 
 

را آنقدر پرتاب کریدم تا   (59 اینکه  5یک سکه  بار پرتاب    7  بار رو بیاید. احتمال 
 کرده باشیم، چقدر است ؟

7

6

4 15
( 5)

1282

 
 
 = = =p x 

1نسبت احتمال باریدن باران به نباریدن آن   (60
3

ال آن را که در طول  است. احتم  

 روز باران نیاید؟  2هفته 
 

تیرانداز   (61 می   A,Bدو  شلیک  هدفی  سمت  به  دوبار  موفقیت    هرکدام  و  کنند 
 احتمال آن را بیابید که :  است، %50هرکدام 

1-A    ازB           بیشتر به هدف بزند ؟                              ( 0 1,2) ( 1 2)− −B A B A                                                                              

2 2 2 2

2 2 2 2 2

0 1 2 1 2 5

162 2 2 2

         
         
         

+

 +  = 

 یکی بیشتر از دیگری بزند؟ -2
 
 به تعداد دفعات مساوی بزنند؟ -3
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 تمارین پایانی فصل 7

بیاید، احتمال  6بار عدد  1بار متوالی پرتاب می کنیم. اگر حداقل  4یک تاس را  (62
 بار بیاید؟  3حداکثر  آن را بیابید که 

    
   
   

 
 
 

 
  = =



  = − = − = = − − =

 = − = = − =

4 4

4

(1 3) 670( 3 1)
( 1) 671

5 1 335(1 3) 1 ( ) ( 4) 1
6 6 648

5 671( 1) 1 ( ) 1
6 1296

P x
P x x

P x

P x P x P x

P x P x

  

بسکتبالیست   (63 یک    A,Bدو  می  3هر  حلقه  سمت  به  نمایند.  پرتاب 
 توپ را داخل حلقه بیاندازند؟  2توپ و دیگری حداکثر   2را بیابید که یکی  احتمال آن

 

       
       
                

 
 

 = − =

= =  + − = =

=  − 

 =

 −  =  − =
2

3 3 3 3

( 2) 1 ( 3)
( 2) ( 2) ( 2) ( 2)

3 3 3 3
2 3 2 2 3 7 3 33(1 ) 2

8 8 8 64

)

2 2 2

( 2 ( 2)

2
2

A B A AB BP

P

x

x P x

P P x P x P x P xP x

 
 ظاهر شود، احتمال آنکه:   6عدد یک تاس را آن قدر پرتاب می کنیم تا  (64

 
=                                         در پرتاب سوم رخ دهد.       -1   =

5 5 1 25
6 6 6 216

P   

                                  پرتاب            4در کمتر از  -2 
 
 

= + + =
21 5 1 5 1 91

6 6 6 6 6 216
P  

 

                             پنجم به بعد رخ دهد.    -3
 
 

      
     
     

= + + = =
−

4
4 5 4

5 1
6 65 1 5 1 5.... 56 6 6 6 61

6

P 

 راه دیگر :  

                               بدون هیچ شرطی !  -5 
 
 

= + + + = = 
−

2 1
1 5 1 5 1 6... 1 100%56 6 6 6 6 1

6

P 

 چی‌شده‌!!!!‌
   قدر نسبت بین صفر تا یک با    نامتناهی   هندسی مجموع جملات دنباله  

2 3 ..... , 0 1
1 = + + + + =  
−

a
a aq aq aq q

q
S 

‌
‌
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 متفرقه  8

 احتمال شرطی   8-1

کنید   (65 هر   Bفرض  برای   . باشد  ای  نمونه  فضای  از  مثبت  احتمال  با  پیشامد 

=                         ثابت کنید: Aپیشامد دلخواه  +( ) ( ) ( ) ( ) ( )p A p B p A B p B p A B 
‌

  = =  → = →

 = + = +

, ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

B B S B B A A B A B

p A p A B p A B p B p A B p B p A B
‌

ر مجرم است. اگر توسط یک قاضی که احتمال خطای آن  نف  1متهم     1000از هر   (66
 جرم شناخته گردد ، احتمال آنکه واقعا مجرم باشد، چقدر است؟ است شخصی م 10%

90 1
( ) ( ) 1100 1000( )

90 1 10 999 112( ) ( ) ( ) ( )
100 1000 100 1000


= = =

 +   + 

p X T p T
p T X

p X T p T p X F p F
 

ظاهر گردد. اگر بدانیم،   3تا عدد مضرب    یک تاس را آن قدر پرتاب می کنیم  (67
 بار انداخته باشیم چقدر است؟  7بار انداختیم. احتمال آنکه بیش از  5تاس را بیش از 

=:           1راه  =
2 1( )
6 3

P A 

      را موفق نشده باشیم 7و  6باید   = 
4( ) ( )
9

P A P A 

                                                         :           2راه 
  = =



( 8)( 8 6) ......
( 6)

P x
P x x

P x
                                   

آمده باشند، احتمال آنکه هر سه تاس اگر حداقل دو تاس یکسان    3در پرتاب   (68
 یکسان آمده باشند چقدر است؟ 

 
 

 

ی روبروی  کارمند دور یک میز نشستند، اگر رئیس و منش  4رئیس و منشی و   (69
 نشی کنار صندلی مدیر است؟  هم نباشند با کدام احتمال صندلی م


= =

−

( ) 2 4!( | )
( ) 5! 4!

n A B
P A B

n B
‌‌‌‌

‌
 

 

 

 
 س رئی
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  1مهره سیاه با شماره های    5م چنین  و ه  5تا    1مهره سفید با شماره های    5  (70
مهره از آن بیرون می آوریم اگر مجموع اعداد رو    5را در ظرفی می ریزیم. به تصادف    5تا  
 باشد با کدام احتمال مهره ها همرنگ هستند؟  6ده ش

1 5 6: ( 4 2 )

4 2 6 : ( 4 2 )

3 3 6 : (1 0)

2 2 0 4

4 4 1 9

+ = − − − −

+ = − − − −

+ = −

+ +
=

+ +

BB WW BW WB

BB WW BW WB

BW 

 

 متفرقه احتمال کل و بیز  2-8

 4/0باشند و  گاه اتومات مییک سوم اتوموبیل های عرضه شده در یک نمایش  (71
ماشین های دستی دارای سانروف هستند. اتوموبیلی به تصادف    75/0ماشین های اتومات و  

 دستی بودنش چقدر است؟ فاقد سانروف باشد ، احتمال د. اگر انتخاب می گرد
 

دهیم و  قرار می  Bداریم و در  یک مهره بر می  Aبا توجه به ظرف های زیر از   (72
 داریم : برمی Bاز سپس یک مهره 

 سفید نباشد؟ چقدر احتمال دارد که   -1
 
 

 ، احتمال آنکه مهره انتقالی  زرد باشد، چقدر است؟ اگر سفید نباشد  -2
 
 

 احتمال آنکه مهره انتقالی سیاه نباشد، چقدر است ؟   اگر سفید نباشد   -3
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3 1 4 

w b y 

A 

1 1 3 

w b y 

B 
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 چند تمرین کتاب   3-8
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 دیگر مسائل  4-8

 3سکه رو بیاید یا فقط    3سکه باهم احتمال آن رابیابید که فقط    4پرتاب    در (73
 سکه پشت بیاید؟ 

 
 

ب (74 نوعی  انتقال  به یکاحتمال  بیمار حداقل    .است  %50فرد مستعد    یماری  این 
از   نفر بیش  به دست کم یک  بیماری  انتقال  احتمال  تا  نفر ملاقات کند  چند  با  /0باید  995 

 باشد ؟

 
 
 

−  →  →  → =
1 995 1 11 2 200 ( ) 8
2 1000 2002

n
n

n
M i n n‌‌ 

ام حداقل یک بار رو    6کنیم. احتمال آنکه تا پرتاب  بار پرتاب می  10ای را   سکه (75
 بار این اتفاق بیافتد، چقدر است ؟  3د و در مابقی پرتاب ها حداکثر بیای

 

 

ایگذاری آنقدر  مهره سیاه به تصادف و با ج 9ید و مهره سف 1از یک ظرف شامل  (76
نکه از برداشت سوم به بعد رخ دهد،  ره خارج می کنیم تا مهره سفید بیرون آید. احتمال آ مه

 چقدر است ؟ 
 
 

 
 
 

 = − = + =

= − +  = − =

( 3) 1 ( 1) ( 2)
1 9 1 19 811 1
10 10 10 100 100

P x P x P x
‌

‌

یک تاس را باید چند بار پرتاب کنیم تا احتمال ظاهر شدن یک عدد اول برای   (77

3سومین بار در پرتاب آخر برابر 
16

 باشد؟  

1 )3         2 )5          3 )6          4 )7 

 
 
 
 

= → = =

−
=  = → =

−

3 1{2,3,5} ( )
6 2

1 1 3( ) 53 1 2 16
n

A P A

n
p n
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 چند مطلب ویژه ریاضی   5-8
 که حذف شد ! یک مورد خوفناک از کتاب ریاضی  8-5-1
B,فرض‌کنید‌‌:‌‌‌نکته! C‌‌(باشند‌و‌*دو‌پیشامد‌ناسازگار‌)( ) ( )p A B p A C‌:آنگاه‌داریم‌‌

 ( ) ( ( )) ( )p A B p A B C p A C‌

 از‌قبل‌می‌دانیم‌که‌اگر
a c

b d
+،‌سپس‌

 
+

a a c c

b b d d
‌.‌به‌کمک‌این‌خاصیت‌داریم:‌‌

‌

   

+
 

+

  

    

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

(( ) ( ))
(*) ( | ) ( | )

( )
( ( ))

( | ) ( | ) ( | ) ( | ) ( | )
( )

P A B P A C
P A B P A C

P B P C

P A B P A B P A C P A C

P B P B P C P C
P A B A C

P A B P A C
P B C

P A B C
P A B P A C P A B P A B C P A C

P B C

 

 اثبات قانون ضرب احتمال سه تایی  2-5-8
  1 2 3 1 2 1 3 1 2( ) ( ) ( ) ( ( ))=  p A A A p A p A A p A A A 

‌ف‌دوم‌شروع‌می‌کنیم،‌داریم:‌‌اثبات:‌از‌طر‌
1 2 1 3 1 2

1

( ), ( ) | ) ( | ))

( )

=P A P A A P A A A

P A
2 1( )

.
P A A

1( )P A

3 1 2

2 1

( ( ))
.

( )

P A A A

P A A
1 2 3( )= P A A A

‌

‌
نیز‌‌‌‌Sثبت‌از‌فضای‌نمونه‌ای‌‌با‌احتمال‌های‌م‌‌Anو‌.....‌و‌‌‌‌1A‌‌،2Aپیشامد‌‌‌‌nاین‌قانون‌برای‌‌

‌قابل‌تعمیم‌است.‌‌
 نگاهی متفاوت به استقلال پیشامدها 3-5-8

واقعیت‌‌‌‌نه‌را‌درک‌کنیم.‌از‌یک‌فضای‌نمو‌‌Bو‌‌‌‌Aمی‌خواهیم‌مفهوم‌عمیق‌مستقل‌بودن‌دو‌پیشامد‌‌
پیشامد‌‌ دو‌ که‌ است‌ ی‌‌‌‌Bو‌‌‌‌Aاین‌ نمونه‌ فضای‌ پیشامد‌‌Sاز‌ اگر‌ هرگاه‌ اند‌ به‌‌‌‌‌‌Bمستقل‌ درصد‌

را‌نیز‌اشغال‌‌‌‌Aی‌نمونه‌را‌اشغال‌کرده‌باشد،‌همان‌درصد‌به‌خصوص‌از‌پیشامد‌‌خصوصی‌از‌فضا
را‌نیز‌‌‌‌Bدرصد‌از‌‌را‌اشغال‌کرده‌است.‌همان‌‌‌‌Sدرصد‌به‌خصوصی‌از‌‌‌‌Aکرده‌باشد‌یا‌برعکس‌اگر‌‌

‌اشغال‌کند.‌‌
را‌‌‌‌Bدرصد‌از‌‌‌‌30مستقل‌است‌که‌‌‌‌Bدرصد‌از‌فضای‌نمونه‌را‌در‌اختیار‌دارد،‌در‌صورتی‌با‌‌‌‌A‌‌،30اگر‌‌

‌هم‌در‌اختیار‌داشته‌باشد؛‌به‌دونمودار‌مفهومی‌زیر‌دقت‌کنید:‌‌
B,Aمستقل‌اند‌‌‌B,Aوابسته‌اند‌‌‌‌
‌
‌

‌
‌
‌

نمونه‌‌Aپیشامد‌‌ فضای‌ سطح‌ هم‌‌‌‌نصف‌ و‌
‌را‌در‌اختیار‌دارد.‌Bچنین‌نصف‌سطح‌

در‌‌‌Aپیشامد‌‌ را‌ نمونه‌ فضای‌ سطح‌ نصف‌
‌را‌در‌اختیار‌ندارد.‌‌Bاختیار‌دارد‌اما‌نصف‌

 

B A 

 

B A 
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 چند مثال خفن و قدیمی  4-5-8

کنند. اولین شخصی که  به ترتیب پرتاب می   3و   2و    1تاس سالمی را افراد   (78
 چند برابر شخص آخر است ؟ ببرد     1بیارد برنده این بازیست.  احتمال آنکه شخص    6

3 6 9

3

1 5 5 5 1 5 5 5 5 5 5 1
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ر توسط تا آلوده به ویروس است، اگ  5کامپیوتر موجود در یک اداره    100از هر   (79
خطای   احتمال  که  کامپیوتر  مهندس  شود،   %20یک  داده  تشخیص  سالم  کامپیوتری  دارد، 

 چقدر احتمال دارد آلوده به ویروس باشد؟ 
 
 
 

مخ (80 ایستگاه  یک  خط  در  به  نقطه  ارسال  نسبت  اگر  8به    4ابراتی  در    است. 
احتمال   با  نقطه  %40مقصد هر خط  تبد  به  به خط  احتمال یک سوم  با  نقطه  گردد،  و هر  یل 

باشد، از مبدا خط ارسال شده باشد، چقدر  احتمال انکه نقطه ای که در مقصد دریافت شده  
 است ؟ 
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 امیر وفائی  

‌متخصص‌هر‌دو‌رشته‌ریاضی‌و‌تجربی‌‌–مدرس‌ریاضیات‌دوره‌دوم‌متوسطه‌از‌پایه‌تا‌کنکور‌

‌کانون‌فرهنگی‌آموزش‌)قلمچی(طراح‌سوالات‌همه‌شاخه‌های‌ریاضی‌

 کنکور سراسری   26رتبه 

‌ف‌نفر‌اول‌دوره‌کارشناسی‌و‌کارشناسی‌ارشد‌مهندسی‌عمران‌دانشگاه‌صنعتی‌‌شری

‌پذیرفته‌شده‌دوره‌دکتری‌مستقیم‌مهندسی‌عمران‌دانشگاه‌صنعتی‌شریف‌

‌رکوردار‌معدل‌دانشکده‌عمران‌دانشگاه‌صنعتی‌شریف‌از‌بدو‌تاسیس‌تا‌کنون‌

‌1395و‌‌1394ن‌دانشجوی‌نمونه‌دانشکده‌عمران‌و‌دانشگاه‌صنعتی‌شریف‌در‌سال‌کسب‌عنوا

‌دروس‌مختلف‌تخصصی‌و‌عمومی‌دانشگاه‌صنعتی‌شریف‌‌ترم‌استادیاری‌)دستیار‌استاد(‌در‌10سابقه‌بیش‌از‌

 گذراندن دوره فرعی رشته ریاضی دانشگاه صنعتی شریف ‌

 استاد حل تمرین ریاضی  دانشگاه صنعتی شریف 

‌به‌عنوان‌مشاور‌و‌مدرس‌ریاضی‌92)تیزهوشان(‌از‌سال‌‌1در‌مدرسه‌شهیدبشهتی‌‌حضور

‌تالیف‌کتاب‌تا‌کنکور‌با‌همکاری‌مدرسه‌تیزهوشان

‌درصدی‌در‌کنکور‌سراسری‌‌100در‌همه‌پایه‌ها‌با‌مشابهت‌‌100-100بتکر‌برنامه‌های‌جمعبندی‌ویژه‌م

‌ق‌تدریس‌و‌آزمون‌و‌برنامه‌تست‌آموزش‌مفهومی‌و‌متفاوت‌درس‌ریاضی‌منطبق‌بر‌برنامه‌دقی

 مدرس رتبه های برتر )تک رقمی و دو رقمی( 
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