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 تعاریف اولیه 1

Aحاصل ضرب دکارتی یا کارتزین 1-1 B  
های مرتب تشکیل ای از زوجکه به شکل مجموعه B  ه مجموعهب Aبه تمام ارتباطات از مجموعه 

                                           شود.                                   می     , ,A B ab a A b B  

 ی آنها نظیر به نظیر باهم برابر باشند.دو زوج مرتب وقتی باهم برارند که هردو مولفه (1

اگر  (1  4،5A    و  1،2،3B  های زیر را بیان کنید.کارتزین 
 

1 )A B                                                                          4,1 , 4,2 , 4, 3 , 5,1 , 5,2 , 5, 3A B 

2 )B A                                                                         1,4 , 1,5 , 2,4 , 2,5 , 3,4 , 3,5B A                                                

3 )  2A A A                                                           2A                                       

اگر  (2  1,5A  و 
  1,1B :مطلوبست کارتزین های زیر 

 
1 )B×A                                                                2 )2B  

 

 

 

 

 رابطه 2-1
و  Aها در مجموعهها که مولفه اول آنمرتببه مجموعه دلخواهی از زوج

به  Aباشد، یک رابطه از مجموعه قرار داشته Bها در مولفه دوم آن
به  Aشود. به عنوان مثال دو رابطه زیر از مجموعه گفته می Bمجموعه 
ها که است. همچنین نمایش نموداری رابطهشدهنوشته  Bمجموعه 

 است.نمودار ون)پیکانی( نام دارد، در شکل آمده

          1 (1,4),(1,5),(2,4),(3,5) , 2 (1,4),(3,4) 1،2،3 4،5R R A B 

 تابع 3-1
ای است از این دو مجموعه که دارای هیچ دو زوج مرتب رابطه Bبه مجموعه  Aاز مجموعه   fتابع 

نسبت  B، عضوی از   Aمتمایزی با مولفه اول یکسان نباشد و علاوه بر آن لازم است که به هر عضو 
:fداده شود و به شکل  A B تر :به طور خلاصه      دهند.نمایش می 

دقیقاً  Aای است از این دو مجموعه که در آن به هر عضو رابطه Bبه مجموعه  Aابع از مجموعه یک ت
 شود.نسبت داده  Bیک عضو 

1+ 

1 5 
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 چند نکته مهم (2
 نسبت دهیم. Aیک عضو از  Bدلیلی ندارد که به هر عضو 

 نسبت دهیم. Aچند عضو از   Bامکان دارد به یک عضو 
 .رج شود و اگر چند پیکان خارج شده باشد،باید  همه به یک عضو ختم شوندباید یک پیکان خا  Aاز هر عضو 

 باشد.، آن رابطه، تابع نمی)حتی یک عضو آن( پیکانی خارج نشود  Aاگر از 

 بررسی تابع بودن 2
دار ای، نمونمودار ون، مجموعهنمایش جدولی، توصیف کلامی، روش  6توان به هر تابع را می

نمایش داد که الگوریتم بررسی تابع بودن در هر روش الگوریتم خاص خود را ای مختصاتی و ضابطه
 دارد.

 نمایش جدولی 1-2
 کسان نباشد.سطر بالای جدول )مولفه های اول( یاگر هیچ یک از اعداد 

 نمایش توصیف کلامی 2-2
هرگاه تابع توصیف شده شرایط تعریف تابع را داشته باشد، آن توصیف بیانگر یک تابع می باشد. 

ر دستگاهی در مساله بیان شده باشد هرگاه خروجی قابل پیش بینی داشته باشد معرف یک تابع اگ
 می باشد.

 روه خون به انسان هست ولی برعکس خیر. نسبت دادن گ  :رابطه بین انسان و گروه خونی  -1
 ±  2 4خیر : مشان با ریشه ی دورابطه مجموعه اعداد مثبت  -2
  یر هر دانش آموز چند تا نمره دارد.خ  ها: ات در کارنامه آنرابطه دانش آموز و نمر  -3
  .... خیر شاید چند تا ماشین داشته باشد یا :ابطه بین تمام افراد ایرانی و رنگ ماشین آن ها ر  -4
 ش بینی(هست )خروجی قابل پی    :دستگاه آب میوه گیری  -5

 نمایش نمودار ون یا پیکانی 3-2
 !ستیچه وقت تابع ن

 مختلف خارج گردد. کانیپ 2مجموعه اول  یاز اعضا یکیهرگاه از  .     ۱
 ها خارج نشده باشدپیکانی از آنهرگاه عضو یا اعضایی از مجموعه اول وجود داشته باشند که .     ۲
 

 مثال بالای صفحه !
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 نمایش مجموعه ای  4-2
 چک کلی می گردد : 2بد نیست بدانیم تابع بودن شامل 

 را داده باشند( A)اگر در مساله  مجموعه اول( ، یک عضو نسبت دهیم.) Aیک: به همه اعضای 
 دو عضو متمایز نسبت ندهیم. ،Aاز اعضای  دو: به کسی

 !ستیچه وقت تابع ن
 یا چند زوج مرتب با عضو اول مشترک، عضو دوم متمایز داشته باشند.  2وقتی که 

 کدام یک از روابط زیر تابع می باشند؟  (3
          3 1,2 , 2, 3 , 4,2 , 3,2 , 1,2R ،       2 1,4 , 1,2 , 2,5R    ،    1 2,2 , 1,2R 

 

 

 رابطه زیر تابع می گردد؟ xبه ازای کدام مقدار  (4
        21 ( ,4),( 4,1),(2, 3),(2, 3 1)R x x x 

    23 3 1 1, 4x x x 
 

 

ها زوجهرگاه در تابع زوج مرتبی چند زوج مرتب با مولفه اول یکسان دیده شد، حتماً این  (3
 مولفه دوم برابر نیز دارند!

 نمایش نموداری یا تابع نموداری 5-2
 !ستیچه وقت تابع ن

 ها )خروجی تابع( شکل تابع را در بیش از یک نقطه قطع کند.yهرگاه خطی موازی محور 

 باشند؟کدام یک از روابط زیر تابع می (5

 

 ایتابع ضابطه 6-2
 !ستیچه وقت تابع ن

 توان در این دسته عملیا چند خروجی حاصل گردد. به چند روش می دو ،وقتی که برای یک ورودی
 نمود.
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 رسم نمودار 1-6-2
 استفاده کن! یاز بخش قبل ،پس از رسم نمودار در صورت امکان

 روش مثال نقض 2-6-2
 -1 و1و  0حاصل بشه! مثلاً همیشه   yیا چند  2خوب پیدا کنی که در نتیجه اون  xیعنی باید یک 

 و ..... .های خوبی هستند گزینه

 باشند؟کدام یک از روابط زیر تابع می (6

    

  

    2

2

2 4 2 ( 2) ,2 ...........

1) 2 4 3

x y y

y y x

y y y
 

  تابع تک نقطه ای
   

 
         

  









2 22

2

2

2

1
6 9 2 1 ( 3) ( 1)

3

2) 6 2 10

x
y y x x y

y y x

y

x

x
 

   

      

3) 3 7

3 7 ( ) !!!!!!
y x

y x
 

   264) 2y x 
 

 ای معرف یک تابع تک عضویست!باشد! همچنین یک رابطه یک نقطهیک تابع می رابطه تهی  (4
 گر  هیچ کدام  تابع نیستند ، به مورد بعدی توجه کن !مشخص گردد دی Aته اگر مجموعه )الب

 : با در نظر گیری مجموعه اول اعداد صحیح : 2مورد 
  

رسی هیچ نتیجه ای نمیتونی بگیری و این ب   y   بذاری و به  یک یا هیچ   xاگر یکدر مورد مثال نقض :   (5
 !و نه اثبات روش صرفا برای نقض کردن می باشد

 روش اثبات تابع بودن)روش عمومی( 3-6-2
به رابطه  x1=x2ابطه ر دهیم و باید از را در رابطه قرار می (x2,y2)و  (x1,y1)در این روش دو زوج 

y1=y2 ها و نکات زیر باشد. برای فهم کامل این روش به مثالبرسیم تا اثبات شود که رابطه تابع می
 توجه کنید.

4 51) 1x y  

         1 2 1 2 1 2 1 2
1 2

4 5
5 5 5

4 4 51 1 1
x x x x x y y y y

y y y
 

  

            1 2 1 3 1 2 1 2 1 2

2

2

2

2 2 2 2 2
2) 4

4 4

x y

x x x x y y y y y y
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 چند نکته و مثال مهم در خصوص تابع بودن  4-6-2
 خط به عنوان تابع :چند جمله ای و  بررسی 


 

 





        1 2 4 3
1 12 4

( )
1
1

( ) ..... ( ) 3 6n n
n n

f x ax b

x

y

f x a x a x a x a x a f x x x x

 

 
 سه صورت زیر تابع نیستند !

 
          

2 2(x a) (y b)2 2 2(x a) (y b) 1 0
2 2

R x a y b c
c d

 

 
 مثال و نکته مهم یک

 آیا رابطه (7  3 2y y x تابع است ؟ 
 نکته خفن : رابطه 3 ( )y ay f x برای هر a . مثبت، تابع هست 

 
 را به روش تشریحی بررسی کنید ؟ ۷تمرین : آیا میتوانید مثال 

 
  تابع بودن یک رابطه چند ضابطه ای

 اولاً باید هر رابطه در محدوده تعریف خود یک تابع باشد.
تابع محاسبه شود و اگر اعداد بدست آمده برابر بودند  یدر نقاط مشترک دامنه ها، خروج دیدوماً  با

 .ستیتابع ن نصورتیا ریرابطه داده شده تابع هست و در غ

 تابع بودن رابطه دو ضابطه ای مقابل را بررسی کنید. (8


 


 



2
( )

1 , 1
2 , 1

f x
x x

x x
 

 
 
 

 می باشد؟ xتابعی از  Yکدام گزینه  (9
  1) 2 1x y y  
  2) 2 1x y y  

         22 2 1 2 (2 2)3) 1x y y y y yy x  
       22 24 1) 1 12 xx yx yy  

 

 

1 

1 

I 

I 3
1

 
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 سازی ریاضی به کمک توابعمدل 3
ی به شکل یک سری روابط مفهوم در این قسمت این است که جملات فارسی را به عبارات ریاض

کنیم. این بخش کاربرد بنویسیم که منتج به یک تابع شوند.با حل دو مثال این موضوع را بیان می
 سازی دارد.زیادی در حل مسائل بهینه

ها را به شکل تابعی از عدد باشد. حاصل ضرب آنمی 12اختلاف دو عدد  (10
 کوچکتر بنویسید. 

 

های در ناحیه دوم با محور  mبا شیب Aطه در شکل زیر خط گذرنده از نق (11
 بیان کنید. mرا برحسب   sسازد. تابع می sمختصات مثلثی با مساحت 

  

      

( )

2 ( 1) 2

y y m x x

y m x y m x m
 

 کافیست طول و عرض از مبدا را محاسبه کنیم.

             <0m مثبت :خط با شیب               


   
2m

y x
m

 

                                              2x y m    

  
        

2 21 2 ( 2) ( 2)
(2 ) !! !

2 2 2
m m m

S m S
m m m

 

 

 تابع خطی 4

و    شیب خط    b=عرض ازمبدا    ( ) :y f x ax b a 

x

y f x ax f t x tf x f x x

f t x a t t

x

ax tf x

f f x    



 

 
1 12 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

 

تابع خطی باشد و در مورد آن بدانیم  f(x)اگر  (12   3 ( 2) ( ) 2 10f x f x x ،
 ابطه ی آن را پیدا کنید. ض

         

            

   

( ) ( 2) ( 2) 2
3 ( 2) ( ) 3 6 3 ( ) 2 6 2 2 10
2 2,6 2 10

f x ax b f x a x b ax a b

f x f x ax a b ax b ax a b x

a a b

 

 

را طوری تعیین کنید که تابع  cمقدار  (13 c(3,4),(2,1),(1,  یک تابع خطی باشد. (

 

 

A 

B 

2 

1 

s 
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 برد( - دامنههم -سه ویژگی اساسی تابع)دامنه 5
 B به  Aاز مجموعه  fبا فرض وجود تابع 

 تعاریف 1-5
 های تابع  های اول زوج مرتب: به مجموعه تمام مولفهدامنهf دامنه تابع با نمادDf  .گویند

                                             باشد.می Aکه معادل مجموعه  { ( , ) }D x x y ff                                                                                                        

 های تابع  های دوم زوج مرتببرد: به مجموعه تمام مولفهf برد تابع با نمادR f  گوینددر
                    باشد !     دامنه میای از همواقع برد زیر مجموعه { ( , ) }R y x y ff                                                             

 شود می گردد ضابطه گفتهضابطه: به یک نوع رابطه که بین ورودی و خروجی تابع برقرار می
 باشد.و در واقع عبارت ریاضی یک تابع همان ضابطه آن می

 همان مجموعه  دامنه گویند کهان یک تابع همدامنه: به مجموعه دوم یا مجموعه پایهمB 
خواه )هر مجموعه دلگردند.جا انتخاب  میها از آنباشد و تمام مولفه دوممی

 شامل.................................. .......(

 محاسبه دامنه و برد  2-5
 :تعریف زوج مرتبی 

 

 

(2, 3),(4,2),(3,2),(1,2)f

D R
f f

 

 :نمودار ون 

 
 ر نمودار مختصاتی: تصویر نقاط نمودار بر روی محوx  ها مجموعه نقاط دامنه را تشکیل

 ها مجموعه نقاط برد را تشکیل می دهد. yدهد و بر محور می
 

 

 

 

 

 
 از روی ضابطه 

 (sgnای زیر را بدست آورید.) تابع علامت یا دامنه و برد تابع چند ضابطه (14
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طه آشنا نه و برد از روی ضابهای مختلف محاسبه دامحال به کمک تقسیم بندی زیر با روش

 شویم.می
 ایتوابع چند جمله 1-2-5

یک عدد   nعداد حقیقی و ا anتا  a1باشد که ای به فرم زیر میصورت کلی یک تابع چند جمله
                                 باشد.طبیعی می

     1 2
1 12( ) .....n n

n nf x a x a x a x a x a                                                   
حسب  بر  xها با حل کردن نباشد و برد آابع اگر ذکر نشود، مجموعه اعداد حقیقی میدامنه این تو

y  و برقراری شرطx اسی محاسبه برد نام دارد!گردد. این روش، روش اسمعین می 

 دامنه و برد تابع زیر را بدست آورید. (15

 

 

  





           



        

  

          



 



   



2

2

21 1 1 1 ,1

( ) 1

2, 6

( ) 1

f

f f

f

f

R

y

y y

f x x

y

x y

D

D

f x x

x y R

D

 

 اگویتوابع  2-2-5

هر تابع به شکل 
( )
( )

( ) p x

q x
f x  که در آن( )p x و( )q x  یک چند جمله ای باشند را تابع

 باشید ! مخرج کسرگویا گویند. طبیعیست که باید مراقب 

 زیر را به دست آورید. دامنه و برد تابع  (16


 
2
2

( )
4

x
y f x

x
 

DONT                                               ساده    2,2
f

D 

Must                                                ساده  


1
2f

R y
x

 


         



         
 

1 1 1 2 1
2 2

2
1 1 1

2 { , }
2 2 4 4f

y
y x x y

x y y y

x y R

 

1  تابع (6
x

}برابر با  دامنه و برد     دارد! {
تابع ساده شدنی: در این توابع باید دقت نمود که ریشه های مخرج که ساده شدند را از صورت  (7

 به برد خارج نمائیم.نهایی برای محاس
ای درجه فردی که دامنه محدود نداشته باشند بردشان مجموعه اعداد تمام توابع چند جمله (8

 باشدحقیقی می
 ولی در محاسبه برد بدمان نمی آید!در محاسبه دامنه ساده سازی ممنوع می باشد  (9
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 دامنه و برد تابع زیر را بدست آورید  (17


 


2

2

1( )
1

x
y f x

x
 

  
  




      


         



    



2 2 2 2

2 2

, 1 1,

1
1

1 1
1( 1) 1 1, 1

1 1 11 f

y
y

yx y x yx x y
y

x y y x y
y

y
y or y R

y

 

 رادیکالی( -)گنگ توابع اصم 3-2-5
یا عبارت بر حسب   xد، به عبارت دیگر توان ها زیر رادیکال باشآن xتوابعی را اصم گویند که متغیر 

 x اشد. شکل عمومی:      بکسری می ( ) ( )ny f x p x  
زیر رادیکال نباید ، باشد زوج nباشد و اگر می Rای دامنه برابر یک چند جمله pفرد باشد و  nاگر 

 منفی باشد.
 گردد.برای تعیین برد از روش اساسی استفاده می

 دامنه و برد توابع زیر را بدست آورید.  (18

  

                        

 2 4 5y f x x x

 

                                                                                     فقط دامنه 


 
  

2

2
3
2 3

x x
y f x

x x
 

 

 

 

 مساوی هاناتیپ  4-2-5
 !مثال و نکته زیر را در یابید سه 

برد  (19



 

4

4 1

2 4( ) x
y f x

x
 تابع را بدست آورید  

        
1 1

0 2 0 2u u u u
u u

 

    

   

 

   



   


 

4 4 4

4 4 4 4

4 4
4

:

2 .....

1 1 1 1

1

2 ( 1) 1 ( 1) 12
2 2
11 1

2

2

y yx x x
y

x x x x
y

x x
x

y
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 زیر را بدست آورید.دامنه و برد تابع  (20
   ( ) 2si n( ) 4cos( ) 1 fD Rf x x x 

     2 2 2 2si n( ) cos( )a b a x b x a b 

 
 

       

         

      

2 2 2 2: 2 ( 4) 2si n 4cos 2 ( 4)

5 / .... 20 1 2si n( ) 4cos( ) 1 20 1 3 / ...

2si n( ) 4cos( ) 1 1 20 : ,1 20

f

f

R x x

x x

x x R

 

برد تابع   (21 2 2( ) 2t an 8cotf x x x  .را بدست آورید 

          , 2 , , 2x y x y xy x y x y xy 

   

   

    

   

 

2 2 2 2

2 2 2 2

2 216 R8

2t an 8cot 2t an , 8cot

2t an 8cot 2 2t an 8cot

2 t an cot 8,
f

y x x x x

y x x x x

y x x

 

همچنین بدانید بعضا نا مساوی ها در حل مسائل ضعف دارن و نمی توان به عنوان یک روش خیلی 
 قابل اعتماد از آن ها استفاده کرد )یک مثال خوب در بخش متفرقه(

 
 خلاصه ای از روش محاسبه دامنه :

 دقت به مخرج کسر که صفر نشود + زیر رادیکال فرجه زوج : بیشتر یا مساوی صفر
 خلاصه روش محاسبه برد :

 –)مثل صفر شدن مخرج (  yمشکل در قسمت  –ها  xیک اتفاق پر واضح در قسمت – xتنها سازی 
 )همان دامنه ( xاعمال شرط 

 یک سری دقت مثل : 
 دقت در توان زوج رساندن + دقت در حضور رادیکال فرجه زوج + شبیه سازی و خلاقیت!

 
 چند بازی بازه ی مهم!

   

   

 

 

 

 

 

 
  
 

 
  
 

   
      

    

23, 4 0,16

3, 4 0, 4

1 1 1
,

3, 4 4 3

1 1
,

0, 4 4
1 1 1

, ,
3, 4 3 4
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 و دامنه محدود  ۲درجه  5-2-5
، 2درجه  در مورد تابع   2( )y f x ax bx c   اگر ضریبa باشد منحنی  مثبتmin و برد  دارد

آن بصورت  

m i n,fR   و اگر ضریبa باشد  منفیmax  دارد و برد آن بصورت

  


,m axfR دار این حداقل و حداکثر برابر باباشد که مقمی 


24
4 4

ac b

a a
 . باشدمی 

برد تابع  (22  2( ) 4 5f x x x  .را بدست آورید 

 

 

 
          

           

          

2

2 2 2

2 2

( ) 4 5 , ( ) (2) 1 1,
4 2

4 5 4 4 4 5 ( 2) 1

( 2) ( 2) 1 1 1 1,

f

f

b
f x x x a f f R

a a
y x x x x x

x x y R

 

 حال اگر دامنه محدود بود چه کنیم: بازهم مربع کامل 

برد تابع  (23  2( ) 4 5f x x x   با دامنهرا ,  بدست آورید. 3

 

 

          

        

         

2 2 2

2 2

4 5 4 4 4 5 ( 2) 1

, 3 3 2 2 1

( 2) 4 1 ( 2) 1 5 1,5
f

f

y x x x x x

D x x

x x R

 

 
 اما اگر دامنه تابع محدود بود چه کنیم؟

 ( , )fR O O 
 : باشدشامل راس بازه داده شده ، اگر 

 fو )اول(  fو )آخر(  f)رأسی(  کاندیدا 

 : نباشدشامل راس  بازه داده شده ، اگر 

  f)اول(  و f)آخر(  کاندیدا 

 حل مثال :
 

 
 + (  ۱و  -۱شبیه سازی مثلثاتی !!  ) بین 

 
 

برد در توابع محدود شده چه قیدی دارد؟ کافیست آن قسمتی از برد که مربوط به دامنه   (10
ای داشته حذف شده است را از برد کل تابع خارج نمائید. اصلا تابع محدود شده یعنی چی؟ یعنی تابع یک دامنه

 خاصی از دامنه تابع برایمان مهم می باشد! )مثال دیدیم!( ولی ما قسمت
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 چند مثال و روش جالب )شبیه سازی + دلتا( 6-2-5

 برد توابع زیر را بدست آورید  (24
 

   

  

    



  



               

        

          

f

f x x x x x

x f x R

a f x x x

b y x

x x x

2 2

2

2

2

2 2

( ) 1 1 5 1 1 1 1 1 1 1

1 1 5 6 ( ) 6 6,

0 si n 1 3 3si n 0 4 4

) 2 1 5

) 3s

3 3si n 4

i n ( ) 4



 

 دو مورد دیگر در متفرقه 

 دامنه و برد تابع زیر را بدست آورید  (25





2

2
1

1

x
y

x
 

  روش دلتا
خواهیم برد آن را بدست آوریم کافیست دلتای داریم و می xک رابطه بر حسب توان دوم اگر ی

 قرار دهیم. 0را بزرگتر مساوی   xبرحسب  2معادله درجه 
 چرا؟

  2 23 0x y x y 
 فقط در این روش اکثرا از طرفین وسطین استفاده میکنید و بهتر است که نقاط مرزی را کنترل کنید!

 

f f
yx y x

x
y D R yx y x

x
y x y y y

y y y y

 


         


          

            

2 2
2

2 2
2
2 2

2 2

11 , 1
1

( 1) ( 1) 4( 1)( 1)
4( 1) 1 1 1 .......... 1 1

 

 مثال دیگر در متفرقه  ۲

 دامنه و برد تابع زیر را بدست آورید  (26




   


  

x x
y

x x

y
y

2
1

2

4 ; 1
2 5 ; 1 

 محاسبه دامنه و برد توابع چند ضابطه ای 
ی ای باید برد هر ضابطه را با توجه به دامنه احتمالا محدودشدهبرای محاسبه برد توابع چند ضابطه

دانیم دامنه یک تابع چند ود و سپس از تمامی بردها اجتماع گرفت. همچنین میآن محاسبه نم
 آید!ها بدست میای از اجتماع تک تک دامنه ضابطهضابطه

 
 





            

   
f f

R R R

R x x x x y R

D x x
2 2 2

1 1

1 2

11 1 1 4 3 3 ,3

1 1 ,
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                     را بدست آورید. نه و برد تابع مقابلدام (27   24y x x 

رسیدید به سادگی از کنار آن عبور  ک طرف همواره مثبتباشید که هر جا به یبدانید و آگاه  (11
 80رساندن خصوصا در حضور رادیکال . سوال بسیار مهم زیر خاکی کنکور دهه  2و دقت در توان  ننمائید!

 
 

 

 
 
 





  

          

       

           

         

          

       

f

f

f
D

f

y

y x x D x x x

R y x x y x x

x y x y x y x y

y x x x xy x x xy y

a b y c y y y y

y y R

2 2 2

2 2

2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

^2

*

^2 2

*

) 4 4 4 2 2
4 4

4 2 2
: ( ) 4 4 2 2 4
2, 2 , 4 4 8 32 8

2 2 2 2 2 2 2  
  
2,2 2

 

 دامنه توابع زیر را بدست آورید و مقایسه کنید  (28
     ( ) ( 1)( 3) , ( ) 1 3f x x x g x x x 

بطور کلی دامنه توابع زیر باهم برابر نیستند.  (12 
 
 
 
 

pp
pq p q

q q
, ,  

 

 

 

را بدست آورید  دامنه و برد تابع مقابل )تمرین( (29 


2
( )

8si n( ) 4
y f x

x
 

 







        


     

       

   
 

     

8

4

2

2 1
( ) 8si n 4 8si n 4 si n

28si n( ) 4
1

si n 1 4 8si n 8
2

8si n 4 4 8si n 4 2

1 1 1
1

28si n 4 8si n 4
1 : 1,

f

f

f

y f x D x x x
x

R x x

x

x x
y R

 

 
 چند کلمه حرف حساب در خصوص مثلثاتی ها و متفرقه ....

دارند Rدارند و برد محدود)         (  ولی تانژانت و کتانژانت برعکس برد  Rو کسینوس دامنه  سینوس
 ولی در دامنه به مشکل مخرج بر میخورند.
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 تابع هموگرافیک  7-2-5

 و دامنه و برد آن را از روی شکل و ضابطه محاسبه کنید تابع مقابل را رسم کنید (30

 


    


3 1
( ) 1

1 f

x
y f x D

x
 

          3 1 3 1 ( 3) 1yx y x yx x y x y y 

 


      


1
3 , 3

3 f

y
x y R

y
 

 

برای رسم تابع 




ax b
y

cx d
 باید مراحل زیر طی شود: 

خط چین راهنمای افقی : مجانب افقی : 
a

y
c

 

خط چین راهنمای عمودی : مجانب قائم : 


d
x

c
 

)علامت )ad b c   :2 ( و تیپ کاهشی )+(تیپ افزایشی-) 
 

 بررسی دو مسئله مهم دامنه 8-2-5
بشیند و  fوی تواند جلباشد که میچه میبه معنای آن f(x)مثل  باید دانست که دامنه یک تابع

 نماید.را مشخص می x همچنین حدود 
 را بخواهند: f(u(x))را بدهند و دامنه  f(x)دامنه  مسئله اول:

ا حل کنید. مجموعه جواب له حاصل ر نامعاد xقرار دهید و برای  fرا در بازه دامنه  uش حل: رو
 باشد!جواب مسئله میبدست آمده 
 را بخواهند: f(x)را بدهند دامنه تابع  f(u(x))دامنه   مسئله دوم:

ا ر   u دودح،   xپس از روی حدود .  uکند نه را معین می  xروش حل: دامنه داده شده حد و حدود 
 باشد!جواب مسئله می بیابید و حدود بدست آمده،

f  ،اگر دامنه تابع   (31   1,1
f

D باشد. مطلوب است محاسبه دامنه تابعg 
بصورت  ( ) 2 (2 3)g x f x  

      1 2 3 1 1 2: gx x D 

با تعریف g(x) اگر دامنه تابع (32 ( ) ( 2)g x f x ،  برابر , باشد . مطلوب است
 f(x)محاسبه دامنه تابع 


       2 2 2,fx x D 

3)دامنه تابع )تمرین(  (33 )f x  بازه  1,2  دامنه تابع(2 1)f x.را بدست آورید 
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 نهیک مساله بسیار مهم دام 9-2-5

)در شکل مقابل نمودار تابع (34 )f x 2)داده شده است.دامنه تابع )xf x را بیابید 
 

 

 

 

 

 
 
 

 عبارت پیچیده تری بود باید به رسم جدول تعیین علامت می پرداختید.  Xاگر بجای  (13

 

 مثال بزنید، تابعی که:  (35
 عضوی  6عضوی و برد  3دامنه 

 
 

 عضوی  3عضوی و برد  6دامنه 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 

3- 

1- 2 5 
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  بازی ضابطه 6

 نوع اول 1-6
 :کافیست  (xعبارتی بر حسب  z) می خواهندرا  f(z)و  می دهندرا  f(x)شخص 

 را قرار دهیم. f ،zدر ضابطه  xبجای 

اگر  (36 
 

 

2 3 1 3( ) , ( )
2 2
x x

f x g x
x x

)باشند، مطلوب است محاسبه   ( ))g f x؟ 

 
 

   
 

  
 
 

   
        

   
 

2 3 2 3(2 3)1 3
22 3 7 72( ( )) 12(2 ) (2 3)2 72 32 22

x x x
xx xxg f x g x

x xx x
xx

 

اگر   (37









 

;

;

1
1( )

32 1
4

x
x

xf x

x x

)3باشد، مقدار   ( ))
4

f f چقدر است؟ 

 
 

اگر  (38     2 2( ) 2 2, ( ( )) 4 5f x x x f g x x x  باشد ضابطه
( )g x . را بدست آورید 

     

         

2 2

2 2 2 2
( ( )) 2 2 4 5

( 1) 1 ( 2) 1 ( 1) ( 2)
f g x g g x x

g x g x
 

 نوع دوم 2-6
 :( کافیست xتابعی از  z)می دهندرا  f(z)و  می خواهندا ر  f(x)شخص 

zباید  t  قرار داده وx  را بر حسبt  بدست آوریم و در ضابطه جایگذاری کنیم تا( )f t  بر حسب
t .....بدست آید 

اگر  (39 
 
 




3 1
2

x
f x  باشد، ضابطهf(x)  را بدست آورید 


   

  
        

3 1 3 1 2
2

2 1 2 1 2 13 2 1 ( ) ( )
3 3 3

x
t x t

t t x
x t x f t f x

 

 در بعضی از سوالات این نوع باید از شبیه سازی استفاده کرد!  (14

   2 2 ( ) ?
1 1( ) f xf x x
x x 
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 را بدست آورید.  f(x)در سوالات زیر ضابطه  (40

 

   
   




  


  



  



  



         

      

   

2
2

3
3

3 3
3 3

3 3

3

2 2
2

1 12) ( )

1 13) ( )

1 14) ( )

1 1 1 1 1 1 1 13 ( ) 3 ( )

1 1 1( ) ( ) 3( ) ( )

1 21
x

f x x
x x

f x x
x x

f x x
x x

x x x x x x x x
x x x x x xx x

f x x x f x
x x x

t t x
x

x
x

      

     

2 2 2
2

2 2

1 14 2 ( )
1 4 ( ) 4

t x x
xx

x t f t t
x

 

 نوع سوم 3-6
 :( کافیست xتابعی از  q,z)می دهندرا  f(z)و  می خواهندرا  f(q) شخص

zیک عدد باشد : از حل معادله  qاگر  q   مقدارx  ،را بدست آورده و با جایگذاری در ضابطه
f(q) .را بدست آورید 
 استفاده کنیم. f(x)بنام یک عبارت جبری باشد باید از واسطه ای  qاگر 

اگر  (41 
 
 


 2

2 1 1x
f x

x
)باشد مقدار   1)f  را بدست آورید ؟ 

            2 1 1 11 2 1 3 1 ( 1) 13 9
x x x x x f
x 

 اگر ضابطه 2(1 si n )f x را بخواهیم بدست آوریم ، ابتدا باید ضابطه ( )f x  آوریم را بدست 
 عبارت xو سپس بجای  )نوع دوم( 2(1 si n )x  نوع اول(.را قرار دهیم(  

به عنوان تمرین انجام دهید)
1

1
cos4x

) 

 نوع چهارم 4-6
 مساله مهم زیر را در یابید! 11

 اگر رابطه (42  
2
1( ) (2)
1

xf x f
x

) بر قرار باشد. مقدار  3)f  را بدست

 آورید 
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اگر بدانیم:  f(x)مطلوبست محاسبه ضابطه تابع  (43   2 ( ) 3 ( ) 2 1f x f x x 

 
 
 
  

      

    

        
 

       

5 ( ) 10 1 ( )

: 2 ( ) 3 ( ) 2 1
2 ( ) 3 ( ) 2 1 4 ( ) 6 ( ) 4 2
2 ( ) 3 ( ) 2 1 6 ( ) 9 ( ) 6 3

f x x f x

x x f x f x x

f x f x x f x f x x

f x f x x f x f x x 

اگر بدانیم  f(x)مطلوبست محاسبه ضابطه تابع   (44  
1( ) 2 ( ) 1f x f x
x

 

 تمرین
 

اگر بدانیم  f(x)مطلوبست محاسبه  (45 



2 2

;( ) x
x yx

f
y x

 

 
 
 

اگر  (46  2( ) 1f x x  حاصل عبارت( ( (... ( )...)))f f f f  .را بدست آورید 
     

      

( ) 1 1 ( ( )) (1)
( ( ( ))) ( ) 1 ( ( ( ( )))) (1) .....

f f f f

f f f f f f f f f
 

: اگر داشته باشیم 7مساله مهم  (47 


  

3 2

3 2
3 3( )

3 3 17
x x x

f x
x x x

مطلوب  

)3است محاسبه  3 1)f 

 
  
 

 
 


 

3
3

3

3 2
3 2 ( 3 1)( 1) 1

( 1) 18
1 1

1 1
3 3( )

3 3 17
f

x
x

x x xf x
x x x

 

 
 

داشته باشیم:  fاگر در تابع خطی  (48    3 (2 1) (4 1) 5 2f x f x x 
 چقدر است؟ f(3مقدار )

 
 

 
 چند مساله مهم در متفرقه
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 معرفی چند تابع خاص 7

 (sgnتابع علامت یا ساین) 1-7

 
 توانید یک ضابطه برای آن پیدا کنید؟آیا می

 تابع همانی 2-7
، آن تابع را به عنوان خروجی تحویل دهد  گیردرودی میر مقداری را که به عنوان واگر تابعی ه

 باشد. یعنی :  همانی می

 مطابق تعریف بالا دامنه و برد تابع همانی  ................. (15

 کدام یک از توابع زیر همانی هستند.   (49

  

   
    

2
( ) , ( ) sgn( )

( ) (1)
( )( 1)

f x x g x x x

f x x x x x
x x x

 

 برای تابع زیر محل برخورد دو تابع تعریف شده کدام است؟ (50
    1 2( ) sgn( ) , y g(3x 1) , y g(2 2x)g x x x  

 

 

 تابع ثابت 3-7
  .باشدیت میک خروجی داشته باشیم آن تابع ثابهای یک تابع تنها زای تمامی ورودیبه ااگر 

 یعنی: 

هاست یعنی .... و برد آن  xت موازی محور مطابق این تعریف نمودار تابع ثاب (16
 .....عضویست.
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 چند تا از توابع زیر ثابت هستند؟ (51
      2( ) t an( )cot ( ) , ( ) sgn( x 2x 3) , h(x)f x x x g x x x  

2(4 3(3 1(2 (1 

 

 

 

 

a,بازای چه مقادیری از (52 bتابع با ضابطه 


 

2

2( )
2 4

x ax b
f x

bx x
به تابع ثابت  

 تبدیل می گردد.

   

 

 

 










 
        

 

  

              

  

2

2
2 2

2( ) 2 4
2 4

11

1 22 4 2 1
2 4 2

4
4

x ax b
f x x ax b bx x

bx x

b
b
a b a

a b b a
b b

b
b

 

 

 تابع زیر را رسم نمائید. (53













     

      

     

   

    

  

2

: 1 1
: 1 ( 1) 2
2 : 1 1

2 : 1 1
2 : 1 1 2

1 sgn( 2) sgn( )

x f

x f

x f

x f

x f

f x x
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 شکل های توابع معروف 8
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 رسم توابع 9

  انتقال و مقیاس 1-9
 f(x)+aرسم  یانتقال عمود 1-1-9
واحد به سمت بالا و اگر منفی باشد  به همان اندازه به سمت پائین  aباشد به اندازه مثبت  aاگر 

 البته بدون تغییر در طول نمودار. دهیم.نمودار را انتقال می

 
 f(x+a)انتقال افقی رسم  2-1-9

گردد قل میواحد به سمت چپ منت  aها به اندازه ، مثبت باشد، نمودار در راستای محور طول aر اگ
واحد به   aها به اندازه بدون تغییر در عرض نمودار و اگر منفی باشد، نمودار در راستای محور طول

 گردد بدون تغییر در عرض نمودار.سمت راست منتقل می
 
 
 
 
 
 
 
 

 f(x)–رسم قرینه تابع  3-1-9
 کافیست نمودار را نسبت به محور طول قرینه کنیم.

 
 f(-x)رسم  4-1-9

 قرینه کنیم. عرضکافیست نمودار را نسبت به محور 
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 a>0 و   af(x)انبساط و انقباض عرضی رسم  5-1-9
دهد باشد انبساط در راستای محور عرض رخ می a>1ضرب کنیم و اگر  aکافیست عرض نمودار را در 

 دهد!ض رخ میانقبا a<1و اگر 

 
 منفی بود چطور ؟   aاگر 

 a>0 و   f(ax)انبساط و انقباض طولی رسم  6-1-9
گرددو ضریب این تغییر در عرض در راستای محور افقی منقبض می ونباشد نمودار بد a>1اگر 

1انقباض
a

 گردد!!!!باشدمشابه قبلی اما منبسط می >1aو اگر  باشد.می 

 

 منفی بود چطور ؟   aر اگ

)نمودار تابع  (54 )f xداده شده است نمودار تابع ( 1)f x  را رسم
)و روش برگرداندن خود تابع نمائید.)روش دامنه )f x ) 



 

   
      

    

     

( ) ( )

( 1)

,4 4,
4 1

5 1 1 5

x x

x

Df Df

Df x

x x

 

 دقت دارید برعکس شده !!!!
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 اس ترکیبی انتقال مقی 2-9
رسم  ( )af cx d g  از روی( )f x 

 ۳۲۱۴کد طلایی 
 مقیاس عرض)   ( و بعد انتقال عرض )   ( )حالا برعکس(انتقال طول)   ( و بعد مقیاس طول )   ( و بعد 

 

)نمودار تابع  (55 )f x داده شده است نمودار تابع
  2 ( 2 6) 1f x )را رسم نمایید. )روش دامنه و روش بیان شده 

 
 

 
 
 

           

           ( )

,4
( 2 6) 2 6 4 6 2 2 1 3

3 2 6 1 2 1 7

f

f

xf

D

D x x x x

R y f y y y
 

 f(ax+b)از روی  f(x)رسم  3-9
 همان مسیر اصلی را برگردید !!!!

نمودار تابع فرض کنید شکل مساله قبلی  (56 ( ) (3 2)g x f x  .نمودار باشد
)تابع  )f x ( مایید. )+ روش دامنهرا رسم ن 

 
 
 
 
 
 

           ( )4 3 12 2 3 2 14 2,14
f x

x x x D 
 می توانید از روش تغییر متغیر هم استفاده کنید ......




    
1 b
t

a a

t b
ax b t x

a
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مانند ماجرای مثال قبلی می تواند برای برد هم رخ دهد که بازهم مدل حل مساله همان   (17
 !برگشتن مسیر اصلی است 

 اتفاقات داخل و بیرون پرانتز جدای از هم هستند!  (18
اگر   (19 2 (3 1) 5f x  را دارند و  ( 5)f x کنیم؟ استفاده از  را خواستند چه کار

)واسطه ای بنام  )f x 

                                را رسم نمایید تابع مقابل   (57   
2

( ) 1 1f x x 
 

                      

اگر نمودار تابع  (58 2 1y x  را یک واحد به سمت بالا و دو واحد به سمت
 راست انتقال دهیم . معادله نمودار جدید به کدام صورت خواهد بود؟

 
 
 

مشخص شده در شکل  fنمودار تابع قطعه ای  (59
 ابع و همچنین دامنه و برد آن را بدست آوریداست. ضابطه ت

 
 
 
 
 
 

نمودار تابع (60







 

2 ;
( ) 3 1 ;

x x
f x

x x
 را رسم کنید . 
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 تابع قدر مطلق و رسم های قدرمطلقی 10

 تعاریف 1-10
قدر مطلق هر عددی بصورت اندازه آن عدد با علامت مثبت 

;باشد:می 0
( )

; 0

x x
f x x

x x


  

 
  

دامنه و برد این تابع: ,f fD R              

 های قدر مطلقویژگی 2-10
  ۴ دوره شود از فصل

)sinاگر بدانیم  (61 ) cos( ) sin( ) cos( )  x x x x  کمانx  در کدام ناحیه
 مثلثاتی قرار دارد؟

0 sin cos 0       ab x xa b a b 

 اصل ماجرای قدرمطلق 3-10
تابع    ( ) 1 2f x x x و   ای گسترش دهید و رسم نمائیدهرا به کمک تابع چندضابط

معادله    1 2 7x x را حل کنید و مساحت ذوزنقه حاصل را محاسبه کنید 
       1 1, 2 2x x x x 

 

 

 

 

 

 





 

  

       

        

      









      



     

   

(

( ) 1 2

1)( ) 2 : ( ) ( 2) 2 1
( ) 2 1 : ( ) ( 1) ( 2) 3
( ) 1 :

2 1 7

)

4 ( ) 4
3 7
2 1 7

( ) ( 1) ( 2 2 1

33 ( )

1 2 7

f

x

x x x

I x f x x x

II x f x x x

III x f x x x x

x x I x

x x III x

x x

    




 







(3 ( 4)) (1 ( 2)) (7 3) 2
2

S

 

x 

1-x 

2+x 

2- 1 

- - + 

+ + - 
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 دامنه و برد توابع قدر مطلقی 4-10
و ایده همیشگی قدر  ره نا منفی است !هموا xاستفاده از نامساوی ها و این مفهوم که قدر مطلق 

 مطلق؟؟!!!

 دامنه و برد توابع زیر را محاسبه نمایید.  (62





2( )
2

x
f x

x
 

          


         




     



        

 

2 2 2
2

(1) yx-2y=x+2 yx-x=2y+2 ( 1) 2 2
2

2 2
1 1 ( )

1
2

(2) 1( ) ( ) ( ) ( , 1] (1, )
2

f fD x x D

x
x x y x y y

x
y

x y or y I
y

x
x y I I I I I

x

 

         



         










 





  3 5

1( )
1 4

( ) 1

= 1 4 1 4 1 4 1 4 x xD x x x or o

h x

r

g x
x

x

x 

 
 در متفرقه gبرد تابع 

 رسم نمودارهای قدرمطلقی 5-10
 های مختلف رسم نمودار قدرمطلقیروش 1-5-10

 ی روش کل
 راه کلی تعیین علامت و تقسیم قدرمطلق به زیر بازه هایی که درباره علامت خبر داریم: 

 si n( ) si n( )y x x 

 

 
 
 
 

 

 

 

 
 

90 180 360 

y 

x 

0.5 

1 

1.5 

2 
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 یک مدل خاص

تابع  (63       4 3 6y x x x x را رسم کنید 

  

  

  

 



 



 

     

         







   

           

         

   

mi n
5 17

4 13
6 17
3 13

4 3
3 ( 4) ( 3) ( 6) 2 7

3 4 ( 4) ( 3) ( 6) 13
4 6 ( 4) ( 3) ( 6) 2 5

6 4 7

(I)
(I I)

(I I I)
( )

6

x

x y

x y

x y

y

y x x x

x y x x x x x

x y x x x x

x y x x x

x

y x I

x

x V

x

  7 21m axx y

 

 
 جمع یک مشت تابع خطی که شاید در قدر مطلق هم باشند ! روش رسم توابع به این فرم :

 
 
 
 

جالب است این توابع اگر حداقل یا حداکثر عرض داشته باشند، در یکی از ریشه های قدر مطلق رخ 
 می دهد

)رسم  )f x 
 برای رسم ( )y f x کنیم و ور طول قرینه کافیست هرجا تابع منفیست را نسبت به مح

 قسمت منفی را پاک کنیم 

 
 

 

0 2  4 6 2- 4- 

12 

13 

14 

16 

18 

20 

22 

y 

x 

(I) 
(II) (III) 

(IV) 
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 نمودار های زیر را رسم کنید  (64
 

      ( ) 2 3 1 6 2 ( ) 2 1f x x x g x x 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 دقت به راس شکل های قدر مطلقی )ریشه درون قدرمطلق(

 
 را رسم کنید  2x به عنوان تمرین نمودار

)رسم نمودار  )f x 

برای رسم  ( )y f x  کافیست هرجاx  منفیست را پاک کرده و شکل باقی مانده را نسبت به محور
y )قرینه کنیم )؟ 
 

 

 

)بصورت شکل زیر باشد مطلوبست شکل f(x) اگر تابع   (65 )f x 
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 رسم نمودار گلدانی  6-10

 
 نکات 1-6-10

aر تابع اختلاف ریشه های قدر مطلق است:کمترین مقدا -1 b  
aها برابرطلق وجود داردکه عرض آندر دو ریشه قدر م)گوشه(دو نقطه زاویه دار -2 b .است 
 باشد.می -2و  2شیب خطوط  -3

ریشه ها وجود دارد: نیک محور تقارن با عدد میانگی -4


2
a b

x  

5-    


       : ,
f

x a x b a b R a b 

حل معادله: -6    x a x b k  
 
 
 
 
 
 
 
 

 ریشه قدرمطلق 2جواب داشته باشد ، جمع این دو جواب برابر است با جمع  ۲اگر معادله 
 اصل ماجرای قدرمطلقمثال معروف کنترل 

 
 
 
 
 
 

معادله     2 2 2 4 6x x د ؟چطور حل می شو 
 
 
 
 
 

  

 
 

 

:
2

:

:

k a

n

a b k
k a b

k a b no

b
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 تابع صندلی یا آبشاری  7-10

 
 نکات 1-7-10

1-           : R ,fa b y a b a b a b 

طول از مبدا شکل میانگین ریشه یا  -2

2
a b هست که اتفاقاً مرکز تقارن نمودار است.؟ 

 
aعرض از مبدا شکل  -3 b .می باشد 
حل معادله  -4   x a x b k 



 
   

    

 



:
2

:

:
f

k R non

a b k
a b k a b x

k a b a b 

 
 

: در مورد جواب معادله    دقت فرمایید در هر      برای نزولی -+ برای صعودی          

 صورت یک جواب دارد.

نمودار   (66    1 3 4x x  را رسم نمائید و نکات را تحقیق نمائید و
 معادله را حل نمائید؟
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 (تیاریاخ) متفرقه  و موارد مسائل 11

 تابع بودن 1-11

 بررسی کنید رابطه (67
 21

y
x

y
 تابع هست یا خیر ؟ 

   
  

 
      

   

         

1 2
1 2 1 22 2 2

1 2
2 2

1 2 1 2
1 2 2 22 2

1 21 2
2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2̂

,
1 1 1

*
1 11 1

*

y yy
x x x x x

y y y

y y y y
y y

y yy y

y y y y y y y y y y y y

 

 .تابع هست
 

 دو  نکته کمی خارج از گود !
ضابطه به فرم  -  3 ( ) ( ) 0y P x y q x  هنگامی معرف یک تابع است که

عبارت  3 24 27p q فر باشد. بزرگتر از ص 
)هرگاه ضابطه ای بصورت  - ) ( )f x g y مرتب شده باشد و عبارت( )g y  )متغیر وابسته(

 یک رابطه اکیدا یکنوا باشد، رابطه مورد نظر تابع می باشد.
 

 کدام رابطه تابع نیست؟ (68
          2 2 2 2 21) 4 4 4 4 ( 2 ) 2y x xy y x xy y x y x  خط تابع

               2 2 2 2 2 22) 4 2 2 4 2 1 4 4 1 ( 1) (2 1)x y x y x x y y x y

             2 2 23) 5 2 4 5 4 5 4x y xy y x y y y y  2y تا 

 


      


2
2 2

1
4) 2 1 : 1

x
y x x y x

y
 

  تعریف شده اند. نشان دهید این روابط تابع نیستند.  Rروابط زیر روی   (69
                        

  

                     

   

    



    



 





1 2 1 2 1

2

1 1 2 1

2

3

4 ( 1)

1 1 !

4 4

1

x y y

x x x x

x

x x y y y y

y y

y

؟

x

 
 آیا دستگاه بخت آزمایی در شهر بازی یک تابع محسوب می شود ؟ (70
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طه ثابت کنید راب (71     3 3 7 5x R y x y x y  رویR  یک تابع
 می باشد. 

            

    

3 3 3 3 3 3
1 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2

3 3
1 1 2 2

7 7 7 5 7 5x x x x x x x x x x x x

y y y y
 

طه زیر بر روی راب (72  4R  تعریف شده است. در چه صورت معرف یک
 تابع نیست؟


 



4
1

y a
x R y x

y
 

   

 
         

 

          

1 1 2 2 1 2

1 2
1 2 1 2 2 1 2 1

1 2

2 1 2 1 2 1

( , ) , ( , )

4 4
4 4 4 4

1 1
4( ) ( ) ( )(4 ) 4

x y R x y R x x x

y a y a
y y y ay a y y y ay a

y y

y y a y y y y a a

 

 

 تابع هست؟بصورت مقابل معرف  fآیا رابطه  (73
   

     2 2

: , 5 3,18

( ) 2 3 ( 1) 2

f

f x x x x
 

 

تابع نیست                                 
25 1 1 4 ( 1) 16 2 18xx x x f B 

 می باشد؟ xتابعی از  yکدام گزینه   (74
 

تا 2           3 2 3 2 21) ( 1)y y x x y y y y y 

            3 3 3 3 3 22) 1 ( 1) 1 ...... 4 27y y x y y x P q p q 

تا 2             3) 1 2 1 2 1 2y x x y y y 

تا  2      2 24) 1 1 2xy x x y y 

 (  2تشریحی ) اثبات

          3 3 3 3 3 3 3 3
1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1: : 1 1 : :x x x x x x y y y y y y y y 

           2 2 2 2
1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 2: ( )( ) ( ) ( )( )y y y y y y y y y y y y y y y y 
     2 2

1 2 2 2 1 1 1 2: ( )( 1) :y y y y y y y y 
       2 2 2

1 1 14( 1) 3 4y y y 
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 تابع بودن موارد زیر را بررسی کنید   (75
 






         

      

                           

    

      

                         

      

        

2

2 2
2 2

2

2

8

2 2

1) 2 2 2

( ) ( , )

1
2) 3 3 !!

2 2
y ?? !!

3) 2 2

2 2

1

1

)

,2

x y x y
x y xy

y x xy

x y y x x y

x
x xy x y ؟

y

x

؟

x

x y y y y

y y y y y





 2) 2 .....
2 !!

x

؟ ؟
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 دامنه و برد  2-11

دامنه و برد تابع  (76


6

12

7
( )

1
x

f x
x

 را بدست آورید  

   



   

      

6

12

1

6

!

2
6

6

6 3 / 5

7
( )

1
1 1 7 1

7
7 7

2
2

f

x
y f x D

x
x

x
y x

y
y

y x

x y

 

 دقت به این همه توان زوج داشته باشید !
 یک سوال مهم : آیا می توان در محاسبه برد به راحتی طرفین نامساوی ها را جمع کرد ؟؟؟!!!

 برد تابع (77  ( ) si n( ) cos( )y f x x x  را بدست آورید 
 

2siدر سال یازدهم میخوانیم که  n cos si n2x x x 

    

 



     

2

2 2

2 2 2si n cos

2

2si n cossi n( ) cos( )

2 21 si n2
x x x xx x

y

y

y x y
 

 چند مورد مثلثاتی دیگر 
)توابع ساده مثلثاتی با ضابطه نظیر  ) si n( )f x x یا ( ) cos( )f x x  دارای دامنهR باشند و می
 اما برای دو تابع معروف دیگر داریم:

 











      

 
    

 

     

  

si n( )
( ) t an( ) cos( ) 0

cos( ) 2

,
2

cos( )
( ) cot ( ) si n( ) 0

si n( )
,

f

f

x
f x x x x k

x

D x x k k Z

x
f x x x x k

x

D x x k k Z

  

اما برد توابع سینوس و کسینوس که  و  1,1 باشد و برد توابع تانژانت و کتانژانت نیز میR باشد.می 

 

برد تابع  (78  88( ) si n cosf x x x  .را بدست آورید 

 بد نیست بدانیم که    
1 1 2 2( ) si n ( ) cos ( ) 1
2
n n nx x 



      

 
         

 

4 1

8

8

8

8

( ) si n cos 2 8 4

1 1 1
( ) si n cos 1 ( ) 1 ,1
2 8 8f

f x x x n n

x x f x R
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 توابع زیر را بدست آورید دامنه و برد  (79
 



 
           

 
 



       

   
           

   

                               

  



2

2 2 2

2 2

1 1 5 1 3
2 (cos ) 1 cos

1 1 1 1
) 2cos ( ) cos( ) 2 cos

s

cos 2 cos cos

1 cos
4 16 4 4 4
1 25 1 1 1 24 1

0 (cos ) (co ) 3
4 16 16 4 16 1

1

6 8

2 2 16 6
a y x x x x x x

x x x

x x y

     

 







 



  





                                






    

 

                         

          

  

          












  





2

2

2

2

2

2 22

2

2 2 2 2

2
)

4( 1) 4 ( 1) ( 1) 4 4 ( 1) 16 ( 1) 4 24

{, }
2 1

2
)

) ( 2

,

5

1 ,

)

1

8 8

8

f f

b y x

x

x x

x

Rc y
x x

d

x x

R

y

x x

D

x

y

           

  
                 

 








2 2

2 2

2 ( 2)

8 8 8
4 ( 2) 3 8 3 ( ) ...... ,

3

, ,
1

3 3f

f f

yx yx y yx yx y

y y y y y y y

R R

y

D
x

R

 

اگر   (80




5 1
( )

2
x

f x
x

 را تعیین کنید.  y=f(f(x))دامنه تابع  

           
  

 



 
  








5 1
5 1

( ( )) ( ) 2 , 2

5 1
5 1 2

5 12
2

22

x
f f x f x

x x

x

x

xx
x

 

برد تابع  (81


  

2

2

3
( )

2 3
x x

f x
x x

 را بدست آورید  

 

  

    


   




         


 
     

 

 
          

 

2

2

8 2 2 2 2 2

2 2

2 2

2 2
1 !2 2

2 2

1, 1

1

1

1
1 1

, 1 1 ,
1 1

f

f

f

D

y
f

D x

x
R y y

x
x

y y x y x y x x y
x

y y
x

y y

y y
y y R R

y y
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 انواع توابع  3-11

اگر  (82 3( ) 2 5f x x  تابعg(x)  را چنان بیابید که دارای ( ( ))y g f x 
 تابع همانی باشد. 

 
 
 

چرا تابع  (83

2

7 3

3 5 3

x

x
 گویا محسوب نمی شود ؟ 

 

 ثابت باشد.  2همانی و  1را چنان بیابید که مورد  a,bمقادیر  (84
  2. (4, ), (3, 3),(5,2 )a b a b                        21. ( 1, 3),( , 5),( 1,4)a a b b 

      
 

 3

a

b     
 

    
 

2
3

1 3 3
2 3

a b
a

a b
        

 



   

1 4

3

5 2

b

b

a b a

 

 داشته باشیم  fاگر برای تابع حقیقی و غیر ثابت  (85
   ( ) ( ) ( ) 2 ( )f x y f x f y f xy 

 را بیابید. f(1398آن گاه مقدار )


    (2) (1 1) (1) (1) (1)2f f f f f 
   (3) (2) (1) (2) (1)2f f f f f 
    (4) (2) (2) (4) (4)2f f f f f 

 
                       فردها  (1) (3) (5) .......f f f 

               زوج ها   (2) (4) (6) ..........f f f 

 

حاط شده است کدام م 9در شکل زیر یک مثلث در یک نیم دایره به قطر  (86
 گزینه مساحت مثلث را نشان می دهد؟

                                                                                                                   281 x 
 

 

1 ) 29x x         2 ) 20/ 5 81x x    3 ) 281x x   4 ) 20/ 5 9x x 

 

x 

9 
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 بازی ضابطه  4-11

 اگر داشته باشیم (87  4
4

1 1
( )f x x

x x
)، ضابطه  )f x  را بدست آورید 

 

 

اگر بدانیم:  f(x)مطلوبست محاسبه  (88  si n( ) ( ) cos( ) ( )x f x x f x x 
 معادله داشته باشید و دستگاه حل کنید ۲تبدیل کنید و  xرا به منفی  xت راهنمایی : کافیس

 
یاد آوری :     cos( ) cos , si n( ) si nx x x x 

 
 
 

 

 
 را بیابید.  f(g(x))با توجه به ضابطه های زیر حاصل   (89

  
 

 

  
 



2 2 ; 1; 1
( ) , ( ) 1 ; 1; 1

x xx x
f x g x

xx
 

 

اگر   (90
 



1 5 3
( ) 3 (1)

1
x

f f
x x

 است؟ کدام f(x)باشد بنظر شما حاصل  
    


     

 




( )

1 4 (1) 4 (1) 1

1 5 3 2
( ) 3 1 ........

1 1
2
1x

x f f

x x
f
x x x

f
x
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 رسم 5-11
 دو رسم قدر مطلقی خاص دیگر 

برای رسم  -1 ( )y f x  کافیست هر جاf  منفیست را پاک کرده و باقی مانده را نسبت
 ها قرینه کنیم. xبه محور 

  
برای رسم  -2 ( )y f x نسبت به محور  کافیست خود تابع به همراه قرینه آن را

 ها رسم نمائیم!!!طول
 
 
 
 

 

 

توابع زیر را به کمک تابع 
1

y
x

 رسم کنید؟


      
 

2 1 1 1 2 5
, , , 2 ,

2 2
x

y y y y y
x x x x x
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 قدر مطلق 6-11
 تعریف عملگر ماکسیمم و مینیمم ! یک مورد نه چندان واجب!

ma x(4,6) 6 : ma x( , ) m { , }

ma x{a,b} , { , }
2 2 2 2

     

  
   

a x b x a b ax a a a

a b a ba b a b
m i n a b

 

 یر توجه کنیدبرای فهم بیشتر به شکل ز 

 

 برد تابع (91
 

1( )
1 4

g x
x

                    را بدست آورید  , 

 

 

 

 

تذکر : تابع به فرمت    1 1 2 2y a x b a x b یب قتی محور تقارن دارد که مقدار ضر وx  برابر

1) باشد 2a a) است و شکل آن گلدانی است که انگین ریشه های قدر مطلق ، می و محور تقارن
 در راستای عرض ها مقیاس شده است.

 

 

         2 1 4 5 2 1 2 5y x x y x x
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 تشخیص صعودی و نزولی  7-11
1 و نقاط دلخواهی از دامنه چون fفرض بر وجود تابعی چون  2,x x   که2 1x x 

1- f  را صعودی اکید نامیم هرگاه2 1( ) ( )f x f x 
2- f را صعودی نامیم هرگاه2 1( ) ( )f x f x 
3- fاکید نامیم هرگاه  را نزولی2 1( ) ( )f x f x 
4- f را نزولی نامیم هرگاه2 1( ) ( )f x f x 

 پذیرند!!!این شروط برگشت
 رفتار اکیدا صعودی دارند.  xهر خط با شیب مثبت و همچنین تابع 

هر تابع صعودی اکید یا نزولی اکید را اکیدا یکنوا گویند و هرتابع صعودی یا نزولی را یکنوا و به 
 ابعی که نه صعودی باشد و نه نزولی غیر یکنوا گویندت

 چند مثال از حل برد با تشخص صعود ی نزولی بودن !

 دامنه و برد توابع زیر را بدست آورید  (92

 

 

 

   
 





   

     

     

   
                      

  
        

  

    
           

        

(5) ( )

(5) ( )

) 5 2

5 2 5 5,

5, 2 ,

, 3,

5 2
11 ) 5 2 5, ??

5 2
5 2 3 1 3

, 3,
5 2

f

a

f

f

f

a a a

a y x x

x x x D

x x x y

R f f

x x
b y x x D x y

x x
x x

y x R f f
y y yx x

 

               

      

    

          ( ) (9)

11 ) 9 ( 9 )

9 9

, (9 ) 9 , 3, 3c f

C y x x x x

x x x

x x x x y R f f
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 چند تست دامنه و برد  8-11

باشد برد تابع  اعداد حقیقی کوچکتر یا مساوی صفر g(x)اگر برد تابع  (93




2 ( )
( )

( ) 2
g x

f x
g x

 شامل چه تعداد صحیح می شود؟ 

 صفر  (4            3( 3                2( 2            1( 1

           
 

2 2
, 2 2 2 ,1

2 2
x y

y x yx y x x y
x y

 

برد تابع  (94




23 2
( )

x x
f x

x x
 کدام است؟         

1 ) ,            2 )  , 1         3 )  , 2 / 3    4 ) 3 / 2, 

 


       

         

23 2 3
1

2 2
3 3

1 1 , 1
2 2

x x
x x x y x

x

x x x
 

3)دامنه تابع  (95 )f x  بازه 1,2  دامنه تابع(2 1)f x کدام است؟ 
1 ) 1/ 3, 7 / 3       2 ) 5,13     3 ) 2,2 / 5      4 ) 5, 7 / 3 

 
 

               ( )

(2 1)( )(3 )

1) 1 2 3 3 6 3, 6 3 2 1 6 2 2 / 5f x

xxxf f f

x x D x x
 

برد تابع   (96




7cos( )
( )

cos( ) 2
x

f x
x

 شامل چند عدد صحیح است؟ 

1 )9                2 )8               3 )10       4 )7 
   

        
  

7cos 2 2 7
cos 1 1 7

cos 2 7 7 3
x y y

y x y
x y y

                

دامنه تابع به معادله   (97   4 1 1 3x y  شامل چند عدد صحیح
 است؟

1 )            2 )82              3 )3            4 )9 

     

         

4

44

1 3 1 3 1

1 3 1 3 82 1 82

x y x

x x x x
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f ،اگر بدانیم دامنه تابع   (98 , g و دامنه تابع  4 2,4  مطلوبست دامنه

تابع 
1

? (2 ) ( )f x g
x

 

 , 4 (1         2 ) 0,2         3 ) 0/ 25,0/ 5    4 ) 2,4                                     
    

 
       

 

) 2 4 2

1 1 1 1 1
)2 4 ,

4 2 4 2

I x x

I I x I I I
x

 

هرگاه دامنه تابع   (99

 

4

2

1x

x ax b
برابر    3R  باشد حاصلa+b  کدام

 است؟
1 )6             2 )15              3 )3            4 )3- 

          

   

2 3 2, 3 ( 3) 6 9

9 6 3

x x x x x ax b

a b
 

 ضابطه  چند مثال سخت بازی 9-11

 را پیدا کنید  f(x)در هر یک از موارد زیر ضابطه  (100
  



      
                     

 
              

 

 
    

 
                         

    

1 1 12 4 2
2 2

2 4 2 2 2

2
2 2

2 2

1
2

2 2

1 1 1
) ( ) 1 ( 1) 2 1

1 1
1 1 1 1 1 1 1

1 1 ( 1) 2
1

1
( ) ( 1) 1

) ( , ) 2

x x x x
a f x

x x x x x x t

x x x
t x x x

x x t x x x t x t

f t
t

b f x y x y x y    

 

        

 

                        

   2

1 (2, ) ? , ( , ) ?

2

1 (2, ) 2 1 1 1 4

) (si n( )) 4 (cos( )) cos ( ) ( ) ?

x f f x y

x y

x y f

x y

c f x f x x f x

راهنمایی : از روابط متمم زوایا استفاده کنید و جواب آخر : 




21 5
( )

15
x

f x 
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 چند مورد بسیار خاص ! 10-11
 )با درنظرگیری محدود شدن دامنه( مثال مهم از ضعف نامساوی ها 1-10-11

 سممتفرقه ر  2-10-11
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 کاردرخانه 12
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 یادداشت 13
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 امیر وفائی 

 تخصص هر دو رشته ریاضی و تجربیم –مدرس ریاضیات دوره دوم متوسطه از پایه تا کنکور 

 طراح سوالات همه شاخه های ریاضی کانون فرهنگی آموزش )قلمچی(

 کنکور سراسری 26ه رتب

 نفر اول دوره کارشناسی و کارشناسی ارشد مهندسی عمران دانشگاه صنعتی  شریف

 پذیرفته شده دوره دکتری مستقیم مهندسی عمران دانشگاه صنعتی شریف

 رکوردار معدل دانشکده عمران دانشگاه صنعتی شریف از بدو تاسیس تا کنون

 1395و  1394و دانشگاه صنعتی شریف در سال کسب عنوان دانشجوی نمونه دانشکده عمران 

 ترم استادیاری )دستیار استاد( در دروس مختلف تخصصی و عمومی دانشگاه صنعتی شریف 10سابقه بیش از 

 گذراندن دوره فرعی رشته ریاضی دانشگاه صنعتی شریف 

 استاد حل تمرین ریاضی  دانشگاه صنعتی شریف

 به عنوان مشاور و مدرس ریاضی 92ن( از سال )تیزهوشا 1حضور در مدرسه شهیدبشهتی 

 تالیف کتاب تا کنکور با همکاری مدرسه تیزهوشان

 درصدی در کنکور سراسری 100در همه پایه ها با مشابهت  100-100مبتکر برنامه های جمعبندی ویژه 

 آموزش مفهومی و متفاوت درس ریاضی منطبق بر برنامه دقیق تدریس و آزمون و برنامه تست

 درس رتبه های برتر )تک رقمی و دو رقمی(م
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