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 دوره تابع دهم  1

 تابع تعریف  1-1
ای‌است‌از‌این‌دو‌مجموعه‌که‌دارای‌هیچ‌دو‌زوج‌مرتب‌‌رابطه‌‌Bوعه‌‌به‌مجم‌‌Aاز‌مجموعه‌‌‌‌ fتابع‌‌

نسبت‌‌‌B،‌عضوی‌از‌‌‌‌ Aمتمایزی‌با‌مولفه‌اول‌یکسان‌نباشد‌و‌علاوه‌بر‌آن‌لازم‌است‌که‌به‌هر‌عضو‌‌
f:→داده‌شود‌و‌به‌شکل‌ A Bتر‌:به‌طور‌خلاصه‌‌‌‌‌‌دهند.نمایش‌می‌‌
دقیقاA‌‌‌ًای‌است‌از‌این‌دو‌مجموعه‌که‌در‌آن‌به‌هر‌عضو‌رابطه‌Bمجموعه‌‌به‌Aیک‌تابع‌از‌مجموعه‌

‌شود.‌نسبت‌داده‌‌Bیک‌عضو‌

 
‌
‌

 چند نکته مهم  ( 1
 نسبت دهیم.  Aیک عضو از  Bدلیلی ندارد که به هر عضو 

 نسبت دهیم.  Aچند عضو از   Bامکان دارد به یک عضو 
 یکان خارج شده باشد،باید  همه به یک عضو ختم شوند. باید یک پیکان خارج شود و اگر چند پ  Aاز هر عضو 

 باشد.، آن رابطه، تابع نمی )حتی یک عضو آن( پیکانی خارج نشود  Aاگر از 

 بررسی تابع بودن 2-1
می را‌ تابع‌ به‌‌هر‌ کلامی،‌‌روش‌‌‌‌6توان‌ توصیف‌ جدولی،‌ مجموعه‌نمایش‌ ون،‌ نمونمودار‌ دار‌ای،‌

یتم‌بررسی‌تابع‌بودن‌در‌هر‌روش‌الگوریتم‌خاص‌خود‌را‌‌ای‌نمایش‌داد‌که‌الگور‌مختصاتی‌و‌ضابطه
‌دارد.
 نمایش جدولی  1-2-1

‌کسان‌نباشد.‌سطر‌بالای‌جدول‌)مولفه‌های‌اول(‌یاگر‌هیچ‌یک‌از‌اعداد‌
 نمایش توصیف کلامی  2-2-1

هرگاه‌تابع‌توصیف‌شده‌شرایط‌تعریف‌تابع‌را‌داشته‌باشد،‌آن‌توصیف‌بیانگر‌یک‌تابع‌می‌باشد.‌‌
بیان‌شده‌باشد‌هرگاه‌خروجی‌قابل‌پیش‌بینی‌داشته‌باشد‌معرف‌یک‌تابع‌‌‌اگر‌دستگاهی‌در‌مساله

 می‌باشد.
‌نسبت‌دادن‌گروه‌خون‌به‌انسان‌هست‌ولی‌برعکس‌خیر.‌‌‌ :رابطه‌بین‌انسان‌و‌گروه‌خونی‌‌-1
‌4‌‌2‌‌±خیر‌:‌‌با‌ریشه‌ی‌دومشان‌رابطه‌مجموعه‌اعداد‌مثبت‌‌-2
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 نمایش نمودار ون یا پیکانی  3-2-1
‌!‌ستیچه‌وقت‌تابع‌ن

‌مختلف‌خارج‌گردد.‌‌کانیپ‌2مجموعه‌اول‌‌یاز‌اعضا‌‌‌یکی‌هرگاه‌از‌.‌‌‌‌‌‌۱
 ها‌خارج‌نشده‌باشدپیکانی‌از‌آنهرگاه‌عضو‌یا‌اعضایی‌از‌مجموعه‌اول‌وجود‌داشته‌باشند‌که‌.‌‌‌‌‌‌۲
‌

‌مثال‌صفحه‌قبلی‌
 نمایش مجموعه ای   4-2-1

‌چک‌کلی‌می‌گردد‌:‌2بد‌نیست‌بدانیم‌تابع‌بودن‌شامل‌
‌را‌داده‌باشند(‌A)اگر‌در‌مساله‌‌)مجموعه‌اول(‌،‌یک‌عضو‌نسبت‌دهیم.‌‌Aای‌یک:‌به‌همه‌اعض

‌،‌دو‌عضو‌متمایز‌نسبت‌ندهیم.Aدو:‌به‌کسی‌از‌اعضای‌‌
‌!‌ستیچه‌وقت‌تابع‌ن

‌یا‌چند‌زوج‌مرتب‌با‌عضو‌اول‌مشترک،‌عضو‌دوم‌متمایز‌داشته‌باشند.‌‌2وقتی‌که‌‌
 نمایش نموداری یا تابع نموداری 5-2-1

‌!‌ستیچه‌وقت‌تابع‌ن
‌ها‌)خروجی‌تابع(‌شکل‌تابع‌را‌در‌بیش‌از‌یک‌نقطه‌قطع‌کند.yهرگاه‌خطی‌موازی‌محور‌

 ای تابع ضابطه 6-2-1
‌!‌ستیچه‌وقت‌تابع‌ن

‌‌توان‌در‌این‌دسته‌عملدو‌یا‌چند‌خروجی‌حاصل‌گردد.‌به‌چند‌روش‌می‌‌،‌وقتی‌که‌برای‌یک‌ورودی
‌نمود.‌

 رسم نمودار  1-6-2-1
 استفاده‌کن!‌ی‌از‌بخش‌قبل‌‌،پس‌از‌رسم‌نمودار‌در‌صورت‌امکان

 روش مثال نقض 2-6-2-1
‌-1و‌‌1و‌‌‌‌0حاصل‌بشه!‌مثلاً‌همیشه‌‌‌‌ yیا‌چند‌‌‌‌2خوب‌پیدا‌کنی‌که‌در‌نتیجه‌اون‌‌‌‌xیعنی‌باید‌یک‌‌

‌های‌خوبی‌هستند‌.‌و‌.....‌گزینه

 باشند؟کدام یک از روابط زیر تابع می  (1

=  − = →

− + =

− =  = →2

2

2 4 2 ( 2) ,2 ...........

1) 2 4 3

x y y

y y x

y y y
 

   تابع تک نقطه ای 
( ) ( )

= −
− + + + + = − + + =

− + +

=

=

→

+

2 22

2

2

2

1
6 9 2 1 ( 3) ( 1)

3

2) 6 2 10

x
y y x x y

y y x

y

x

x
 

− + + =

− + = − + = −

3) 3 7

3 7 ( ) !!!!!!
y x

y x
 

2 )    : نقض  مثال  یک یا هیچ    xاگر یکدر مورد  و به   این  ب   y    بذاری  نمیتونی بگیری و  رسی هیچ نتیجه ای 
 !روش صرفا برای نقض کردن می باشد و نه اثبات
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 روش اثبات تابع بودن)روش عمومی(  3-6-2-1
دو‌زوج‌‌ این‌روش‌ قرار‌می‌‌(x2,y2)و‌‌‌‌(x1,y1)در‌ رابطه‌ در‌ ورا‌ رابطه‌‌‌‌دهیم‌ از‌ رابطه‌‌‌‌x1=x2باید‌ به‌

y1=y2ها‌و‌نکات‌زیر‌‌باشد.‌برای‌فهم‌کامل‌این‌روش‌به‌مثالبرسیم‌تا‌اثبات‌شود‌که‌رابطه‌تابع‌می‌‌
‌توجه‌کنید.‌

=4 51) 1x y  

= = → = → = → = → =1 2 1 2 1 2 1 2
1 2

4 5
5 5 5

4 4 51 1 1
x x x x x y y y y

y y y
 

+ = 

→ = → = → − = − → = → = 1 2 1 3 1 2 1 2 1 2

2

2

2

2 2 2 2 2
2) 4

4 4

x y

x x x x y y y y y y
‌

 چند نکته و مثال مهم در خصوص تابع بودن  7-2-1
 خط به عنوان تابع :چند جمله ای و  رسی بر

−
− −

= +

=

=

= + + + + + = + +1 2 4 3
1 12 4

( )
1
1

( ) ..... ( ) 3 6n n
n n

f x ax b

x

y

f x a x a x a x a x a f x x x x

‌

‌
 سه صورت زیر تابع نیستند ! 

− −
− + − = + = − + − = 

2 2(x a) (y b)2 2 2(x a) (y b) 1 0
2 2

R x a y b c
c d

‌

 
 یک مثال و نکته مهم 

+ آیا رابطه (2 = +3 2y y x  تابع است ؟ 
+‌‌نکته‌خفن‌:‌رابطه =3 ( )y ay f xبرای‌هر‌‌‌a‌‌.مثبت،‌تابع‌هست‌‌

 
 

 تابع بودن یک رابطه چند ضابطه ای  
‌اولاً‌باید‌هر‌رابطه‌در‌محدوده‌تعریف‌خود‌یک‌تابع‌باشد.

تابع‌محاسبه‌شود‌و‌اگر‌اعداد‌بدست‌آمده‌برابر‌بودند‌‌‌یدر‌نقاط‌مشترک‌دامنه‌ها،‌خروج‌‌دیدوماً‌‌با
‌.ستیتابع‌ن‌‌نصورتیا‌‌ریابع‌هست‌و‌در‌غرابطه‌داده‌شده‌ت

 تابع بودن رابطه دو ضابطه ای مقابل را بررسی کنید. (3


= 


+ 



2
( )

1 , 1
2 , 1

f x
x x

x x
 

 
 

= + +1) 2 1x y y 
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 تابع خطی  3-1
=و‌‌‌‌شیب‌خط‌‌‌‌=bعرض‌ازمبدا‌ = + ( ) :y f x ax b a‌

= = → = + = + = +

= = =
1 1 12 2 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( )y f x ax f t x tf x f x x f x x f x f x

f t x a t x t ax tf x
‌

+شد و در مورد آن بدانیم تابع خطی با f(x)اگر   (4 − = +3 ( 2) ( ) 2 10f x f x x ،
 ضابطه ی آن را پیدا کنید. 

= + → + = + + = + +

→ + − = + + − + = + + = +

→ = + =

( ) ( 2) ( 2) 2
3 ( 2) ( ) 3 6 3 ( ) 2 6 2 2 10
2 2,6 2 10

f x ax b f x a x b ax a b

f x f x ax a b ax b ax a b x

a a b

‌

را‌طوری‌تعیین‌کنید‌که‌تابع‌‌aمقدار‌ (5 (3,4),(2,1),(1, )a‌.یک‌تابع‌خطی‌باشد‌

 

 

 ( برد - دامنههم -سه ویژگی اساسی تابع)دامنه 4-1
‌B به‌‌‌Aاز‌مجموعه‌‌‌fبا‌فرض‌وجود‌تابع‌

 تعاریف  1-4-1
گویند.‌‌‌‌Dfدامنه‌تابع‌با‌نماد‌‌fهای‌تابع‌‌‌های‌اول‌زوج‌مرتبدامنه:‌به‌مجموعه‌تمام‌مولفه •

=‌‌‌                                باشد.‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌می‌Aکه‌معادل‌مجموعه‌ { ( , ) }D x x y ff      ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ 

‌‌های‌دوم‌زوج‌مرتببرد:‌به‌مجموعه‌تمام‌مولفه • با‌نماد‌‌fهای‌تابع‌ Rبرد‌تابع‌ fگوینددر‌‌‌‌
=‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌باشد‌!‌‌‌‌‌‌‌دامنه‌میای‌از‌همواقع‌برد‌زیر‌مجموعه { ( , ) }R y x y ff‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

شود‌می‌‌گردد‌ضابطه‌گفتهضابطه:‌به‌یک‌نوع‌رابطه‌که‌بین‌ورودی‌و‌خروجی‌تابع‌برقرار‌می •
 باشد.و‌در‌واقع‌عبارت‌ریاضی‌یک‌تابع‌همان‌ضابطه‌آن‌می

‌‌Bدامنه‌گویند‌که‌همان‌مجموعه‌‌ان‌یک‌تابع‌همجموعه‌دوم‌یا‌مجموعه‌پایدامنه:‌به‌مهم •
دوممی مولفه‌ تمام‌ و‌ آنباشد‌ از‌ میها‌ ‌ انتخاب‌ دلخواه‌گردند.جا‌ مجموعه‌ )هر‌

‌شامل..................................‌.......(‌
 محاسبه دامنه و برد  2-4-1
 تعریف‌زوج‌مرتبی: •

 =

= =

(2, 3),(4,2),(3,2),(1,2)f

D R
f f

 

 ون:‌نمودار •
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محور‌‌ • روی‌ بر‌ نمودار‌ نقاط‌ تصویر‌ مختصاتی:‌ تشکیل‌‌‌‌xنمودار‌ را‌ دامنه‌ نقاط‌ مجموعه‌ ها‌
 ها‌مجموعه‌نقاط‌برد‌را‌تشکیل‌می‌دهد.‌yدهد‌و‌بر‌محور‌می

 

 

 

 

 

 
 از‌روی‌ضابطه‌ •

 ( sgnای زیر را بدست آورید.) تابع علامت یا  دامنه و برد تابع چند ضابطه  ( 6
 

 
 

های‌مختلف‌محاسبه‌دامنه‌و‌زیر‌با‌روش‌‌حال‌به‌کمک‌تقسیم‌بندی‌
‌شویم.برد‌از‌روی‌ضابطه‌آشنا‌می

 ای توابع چند جمله 3-4-1
جمله تابع‌چند‌ یک‌ کلی‌ زیر‌میصورت‌ فرم‌ به‌ که‌‌ای‌ و‌‌‌‌anتا‌‌‌‌a1باشد‌ عدد‌‌‌ nاعداد‌حقیقی‌ یک‌

−‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ باشد.طبیعی‌می
−= + + + + +1 2
1 12( ) .....n n

n nf x a x a x a x a x a‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌
بر‌حسب‌‌‌‌ xها‌با‌حل‌کردن‌‌باشد‌و‌برد‌آندامنه‌این‌توابع‌اگر‌ذکر‌نشود،‌مجموعه‌اعداد‌حقیقی‌می

yو‌برقراری‌شرط‌‌xگردد.‌این‌روش،‌روش‌اساسی‌محاسبه‌برد‌نام‌دارد!معین‌می‌‌

 دامنه و برد تابع زیر را بدست آورید.  (7

 

( 

= = +

=

=

− − − − − − − − − − − −

=

− − − − − − − − −

= = −

 − +  − = −  → − 

+

 =

=

→  → −



2

2

21 1 1 1 ,1

( ) 1

2, 6

( ) 1

f

f f

f

f

R

y

y y

f x x

y

x y

D

D

f x x

x y R

D

 

 ا گویتوابع  4-4-1

=هر‌تابع‌به‌شکل‌‌
( )
( )

( ) p x

q x
f x که‌در‌آن‌( )p xو‌‌( )q xیک‌چند‌جمله‌ای‌باشند‌را‌تابع‌‌‌

‌باشید‌!‌مخرج کسرگویا‌گویند.‌طبیعیست‌که‌باید‌مراقب‌
‌
‌
‌
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 زیر را به دست آورید.  دامنه و برد تابع   (8
+

= =
−2
2

( )
4

x
y f x

x
 

DONT                                                ساده  = − −2,2
f

D 

→                                                  Mustساده  =
−

1
2f

R y
x

 

+
= → − = → = + = → 

−

 −   = −  = − −
− −

1 1 1 2 1
2 2

2
1 1 1

2 { , }
2 2 4 4f

y
y x x y

x y y y

x y R

 

1  تابع ( 3
x

}−برابر با   منه و برد دا    دارد!  {
تابع ساده شدنی: در این توابع باید دقت نمود که ریشه های مخرج که ساده شدند را از صورت  ( 4

 به برد خارج نمائیم. نهایی برای محاس 
جمله ( 5 چند  توابع  اعداد  تمام  مجموعه  بردشان  باشند  نداشته  محدود  دامنه  که  فردی  درجه  ای 

 باشدحقیقی می 
 در محاسبه دامنه ساده سازی ممنوع می باشد ولی در محاسبه برد بدمان نمی آید!  ( 6

 دامنه و برد تابع زیر را بدست آورید   (9
+

= =
−

2

2

1( )
1

x
y f x

x
 

( ( )
= −− +

+
−

− = +  − = +
+

→ − = + → =    
−

+
 →  − 

−

2 2 2 2

2 2

, 1 1,

1
1

1 1
1( 1) 1 1, 1

1 1 11 f

y
y

yx y x yx x y
y

x y y x y
y

y
y or y R

y

 

 رادیکالی( -)گنگ توابع اصم 5-4-1
یا‌عبارت‌بر‌حسب‌‌‌‌ xشد،‌به‌عبارت‌دیگر‌توان‌‌ها‌زیر‌رادیکال‌با‌آن‌‌xتوابعی‌را‌اصم‌گویند‌که‌متغیر‌‌

x باشد.‌شکل‌عمومی:‌‌‌‌‌‌‌کسری‌می‌= =( ) ( )ny f x p x‌‌
نباید  ،‌‌باشد‌‌زوج  nباشد‌و‌اگر‌‌می‌‌Rای‌دامنه‌برابر‌‌یک‌چند‌جمله‌‌pفرد‌باشد‌و‌‌‌‌nاگر‌‌ زیر رادیکال 

 منفی باشد.
‌گردد.برای‌تعیین‌برد‌از‌روش‌اساسی‌استفاده‌می

 زیر را بدست آورید.  نه و برد تابع دام  (10
( )= = − +2 4 5y f x x x
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 مساوی ها ناتیپ  6-4-1
‌!‌مثال‌و‌نکته‌زیر‌را‌در‌یابید‌سه‌

برد  (11
+

+
= =

4

4 1

2 4( ) x
y f x

x
 تابع را بدست آورید   

 → +   → +  −
1 1

0 2 0 2u u u u
u u

 

 =  = +

= +  

 →

+ + + +

+

+ + + +
=

+ +

4 4 4

4 4 4 4

4 4
4

:

2 .....

1 1 1 1

1

2 ( 1) 1 ( 1) 12
2 2
11 1

2

2

y yx x x
y

x x x x
y

x x
x

y

 

 زیر را بدست آورید. دامنه و برد تابع   ( 12
− → == −( ) 2si n( ) 4cos( ) 1 fD Rf x x x 

− +  +  +2 2 2 2si n( ) cos( )a b a x b x a b 

 
 

− + −  −  + −

→− = − −  − −  − =

 − −  + → +

2 2 2 2: 2 ( 4) 2si n 4cos 2 ( 4)

5 / .... 20 1 2si n( ) 4cos( ) 1 20 1 3 / ...

2si n( ) 4cos( ) 1 1 20 : ,1 20

f

f

R x x

x x

x x R

 

=برد تابع    (13 +2 2( ) 2t an 8cotf x x x  .را بدست آورید 

  → +    → +  −, 2 , , 2x y x y xy x y x y xy 

( ) ( )

( ) )= =

= +   

= +  

 +

2 2 2 2

2 2 2 2

2 216 R8

2t an 8cot 2t an , 8cot

2t an 8cot 2 2t an 8cot

2 t an cot 8,
f

y x x x x

y x x x x

y x x

 

عنوان‌یک‌روش‌خیلی‌‌همچنین‌بدانید‌بعضا‌نا‌مساوی‌ها‌در‌حل‌مسائل‌ضعف‌دارن‌و‌نمی‌توان‌به‌
 قابل‌اعتماد‌از‌آن‌ها‌استفاده‌کرد‌)یک‌مثال‌خوب‌در‌بخش‌متفرقه(‌

 
 خلاصه ای از روش محاسبه دامنه :

‌دقت‌به‌مخرج‌کسر‌که‌صفر‌نشود‌+‌زیر‌رادیکال‌فرجه‌زوج‌:‌بیشتر‌یا‌مساوی‌صفر
 خلاصه روش محاسبه برد :

‌‌–)مثل‌صفر‌شدن‌مخرج‌(‌‌‌‌yدر‌قسمت‌‌‌‌مشکل‌‌–ها‌‌‌‌xیک‌اتفاق‌پر‌واضح‌در‌قسمت‌‌–‌‌xتنها‌سازی‌‌
‌)همان‌دامنه‌(‌‌xاعمال‌شرط‌

‌یک‌سری‌دقت‌مثل‌:‌‌
‌دقت‌در‌توان‌زوج‌رساندن‌+‌دقت‌در‌حضور‌رادیکال‌فرجه‌زوج‌+‌شبیه‌سازی‌و‌خلاقیت!‌
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 و دامنه محدود  ۲درجه  7-4-1
=،‌‌‌2درجه‌‌‌‌در‌مورد‌تابع = + +2( )y f x ax bx cاگر‌ضریب‌‌‌‌‌‌aباشد‌منحنی‌‌‌‌مثبت‌‌minو‌برد‌‌‌‌اردد‌‌

‌ بصورت‌ =(آن‌ +

m i n,fR‌ ‌‌ ‌‌ ضریب‌ اگر‌ ‌aو‌ ‌منفی‌ ‌‌ ‌maxباشد‌ بصورت‌‌‌ آن‌ برد‌ و‌ دارد‌

( = −


,m axfRباشد‌که‌مقدار‌این‌حداقل‌و‌حداکثر‌برابر‌با‌می‌− −
=

24
4 4

ac b

a a
‌.‌باشدمی‌

=برد تابع   ( 14 − +2( ) 4 5f x x x     .را بدست آورید 

 )

 )

− −
= − + →  = = = → = +

= − + = − + − + = − + →

−  → − +  →  → = +

2

2 2 2

2 2

( ) 4 5 , ( ) (2) 1 1,
4 2

4 5 4 4 4 5 ( 2) 1

( 2) ( 2) 1 1 1 1,

f

f

b
f x x x a f f R

a a
y x x x x x

x x y R

 

 حال اگر دامنه محدود بود چه کنیم: بازهم مربع کامل 

=برد تابع   ( 15 − +2( ) 4 5f x x x      با دامنه را ,  بدست آورید.   3

 

 

= − + = − + − + = − +

= →   →−  −  →

 −  →  − +  → =

2 2 2

2 2

4 5 4 4 4 5 ( 2) 1

, 3 3 2 2 1

( 2) 4 1 ( 2) 1 5 1,5
f

f

y x x x x x

D x x

x x R

 

 
‌اما‌اگر‌دامنه‌تابع‌محدود‌بود‌چه‌کنیم؟

= ( , )fR O O‌
 : باشدشامل راس بازه داده شده ، اگر 

‌fو‌)اول(‌‌fو‌)آخر(‌‌f)رأسی(‌‌کاندیدا‌

 : نباشدشامل راس  بازه داده شده ، اگر 

‌‌fو‌)اول(‌‌‌f)آخر(‌‌کاندیدا‌

‌حل‌مثال‌:
 

‌+‌(‌‌‌۱و‌‌-۱شبیه‌سازی‌مثلثاتی‌!!‌‌)‌بین‌
‌
‌

از    ( 7 قسمتی  آن  کافیست  دارد؟  قیدی  چه  شده  محدود  توابع  در  دامنه برد  به  مربوط  که  برد 
دامنه یک  تابع  یعنی  چی؟  یعنی  شده  محدود  تابع  اصلا  نمائید.  خارج  تابع  کل  برد  از  را  است  شده  داشته  حذف  ای 

 ولی ما قسمت خاصی از دامنه تابع برایمان مهم می باشد! )مثال دیدیم!( 
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 چند مثال و روش جالب )شبیه سازی + دلتا( 8-4-1

 برد توابع زیر را بدست آورید   (16
( )

( ) ( )

( ) )

= = + − +

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

= − +

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

= − + + → −  → − +  → − +  →

− + +  →  → = +

  →−  −  → −  − 

f

f x x x x x

x f x R

a f x x x

b y x

x x x

2 2

2

2

2

2 2

( ) 1 1 5 1 1 1 1 1 1 1

1 1 5 6 ( ) 6 6,

0 si n 1 3 3si n 0 4 4

) 2 1 5

) 3s

3 3si n 4

i n ( ) 4

−−−−−−−−−−−−−

 

‌دو‌مورد‌دیگر‌در‌متفرقه‌‌

 دامنه و برد تابع زیر را بدست آورید   (17
−

=
+

2

2
1

1

x
y

x
 

  روش دلتا
دوم‌‌ توان‌ بر‌حسب‌ رابطه‌ یک‌ می‌‌xاگر‌ و‌ دلتای‌‌داریم‌ کافیست‌ آوریم‌ بدست‌ را‌ آن‌ برد‌ خواهیم‌

‌دهیم.‌قرار‌0را‌بزرگتر‌مساوی‌‌‌xبرحسب‌‌2معادله‌درجه‌
‌چرا؟‌

+ + =2 23 0x y x y 
‌فقط‌در‌این‌روش‌اکثرا‌از‌طرفین‌وسطین‌استفاده‌میکنید‌و‌بهتر‌است‌که‌نقاط‌مرزی‌را‌کنترل‌کنید!

‌

f f
yx y x

x
y D R yx y x

x
y x y y y

y y y y

−+ =
−

= → = → → + − + = →
+

− + + = → = − − +  →

− −  → −  →−   → →−  

2 2
2

2 2
2
2 2

2 2

11 , 1
1

( 1) ( 1) 4( 1)( 1)
4( 1) 1 1 1 .......... 1 1
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 تابع هموگرافیک   5-1

‌یدتابع‌مقابل‌را‌رسم‌کنید‌و‌دامنه‌و‌برد‌آن‌را‌از‌روی‌شکل‌و‌ضابطه‌محاسبه‌کن (18

 
+

= = → = −
−

3 1
( ) 1

1 f

x
y f x D

x
 

− = +  − = +  − = +3 1 3 1 ( 3) 1yx y x yx x y x y y 

 
+

 =    = −
−

1
3 , 3

3 f

y
x y R

y
 

 

+برای‌رسم‌تابع‌‌
=

+

ax b
y

cx d
‌باید‌مراحل‌زیر‌طی‌شود:‌‌

=خط‌چین‌راهنمای‌افقی‌:‌مجانب‌افقی‌:‌‌
a

y
c

‌

−خط‌چین‌راهنمای‌عمودی‌:‌مجانب‌قائم‌:‌‌
=

d
x

c
‌

)−علامت‌ )ad b c‌‌‌:2‌(و‌تیپ‌کاهشی‌‌)+(تیپ‌افزایشی-‌) 
‌

 بررسی دو مسئله مهم دامنه 6-1
تابع یک‌ دامنه‌ که‌ دانست‌ آن‌‌f(x)مثل‌‌‌‌باید‌ معنای‌ میبه‌ میچه‌ که‌ جلباشد‌ و‌‌‌‌fوی‌‌تواند‌ بشیند‌

‌نماید.‌را‌مشخص‌می‌x همچنین‌حدود‌
‌را‌بخواهند:‌f(u(x))را‌بدهند‌و‌دامنه‌‌f(x)دامنه‌‌مسئله اول:
دامنه‌‌‌‌uروش‌حل:‌‌ بازه‌ در‌ برای‌‌‌‌fرا‌ و‌ دهید‌ ر‌نامعاد‌‌xقرار‌ مجموعه‌جواب‌له‌حاصل‌ کنید.‌ ا‌حل‌
‌باشد!جواب‌مسئله‌میبدست‌آمده‌
‌را‌بخواهند:‌f(x)را‌بدهند‌دامنه‌تابع‌‌f(u(x))دامنه‌‌‌مسئله دوم:

را‌‌‌‌ u حدود،‌‌‌‌ xپس‌از‌روی‌حدود‌‌.‌‌‌‌uکند‌نه‌‌معین‌می‌‌را‌‌ xروش‌حل:‌دامنه‌داده‌شده‌حد‌و‌حدود‌‌
‌باشد!جواب‌مسئله‌می‌بیابید‌و‌حدود‌بدست‌آمده،

تابع    (19 دامنه  f    ،اگر   = −1,1
f

D  تابع دامنه  محاسبه  است  مطلوب    gباشد. 
=بصورت   −( ) 2 (2 3)g x f x   

−  −  →  1 2 3 1 1 2: gx x D 

=با‌تعریف‌‌‌g (x)اگر‌دامنه‌تابع (20 −( ) ( 2)g x f xبرابر‌‌‌‌‌،) ,باشد‌.‌مطلوب‌است‌‌
‌f(x)محاسبه‌دامنه‌تابع‌

)
 → − − → = − +2 2 2,fx x D 

 

 
‌
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  بازی ضابطه 7-1

+اگر‌‌ (21 −
= =

− +

2 3 1 3( ) , ( )
2 2
x x

f x g x
x x

)باشند،‌مطلوب‌است‌محاسبه‌‌ ( ))g f x؟‌ 

 
 

   
 

  
 
 

+ − − +−
−+ − −−= = = = = − −

− + +− +
+ −−

2 3 2 3(2 3)1 3
22 3 7 72( ( )) 12(2 ) (2 3)2 72 32 22

x x x
xx xxg f x g x

x xx x
xx

 

=اگر   ( 22 + + = − +2 2( ) 2 2, ( ( )) 4 5f x x x f g x x x    ضابطه )باشد  )g x   را
 بدست آورید . 

= + + = − +

+ + = − +  + = − →

2 2

2 2 2 2
( ( )) 2 2 4 5

( 1) 1 ( 2) 1 ( 1) ( 2)
f g x g g x x

g x g x
‌

اگر  (23 
 
 

−
=

3 1
2

x
f x  باشد، ضابطهf(x)    را بدست آورید 

−
= → − =

+ + +
→ = + → = → = → =

3 1 3 1 2
2

2 1 2 1 2 13 2 1 ( ) ( )
3 3 3

x
t x t

t t x
x t x f t f x

 

 از شبیه سازی استفاده کرد! در بعضی از سوالات این نوع باید   ( 8

 =+ = +2 2 ( ) ?
1 1( ) f xf x x
x x 

 

 

اگر  (24 
 
 

−
= +2

2 1 1x
f x

x
)−باشد مقدار    1)f   را بدست آورید ؟ 

− =− → − =− → = → = → − = +2 1 1 11 2 1 3 1 ( 1) 13 9
x x x x x f
x 

ضابطه‌ +‌‌اگر‌ 2(1 si n )f xضابطه‌‌ باید‌ ابتدا‌ ‌، آوریم‌ بدست‌ بخواهیم‌ )‌‌را‌ )f xآوریم‌‌‌‌ بدست‌ ‌را‌
+‌عبارت‌xو‌سپس‌بجای‌‌)نوع‌دوم( 2(1 si n )xنوع‌اول(.را‌قرار‌دهیم‌‌(‌‌‌

+به‌عنوان‌تمرین‌انجام‌دهید)
1

1
cos4x

)‌
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 شکل های توابع معروف  8-1

‌

‌
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 رسم توابع  9-1
  انتقال و مقیاس 1-9-1

 f(x)+aرسم  یانتقال عمود 1-1-9-1
واحد‌به‌سمت‌بالا‌و‌اگر‌منفی‌باشد‌‌به‌همان‌اندازه‌به‌سمت‌پائین‌‌‌‌aباشد‌به‌اندازه‌‌مثبت‌‌‌‌aاگر‌‌

‌البته‌بدون‌تغییر‌در‌طول‌نمودار.‌‌دهیم.نمودار‌را‌انتقال‌می

 
 f(x+a)انتقال افقی رسم  2-1-9-1

گردد‌میواحد‌به‌سمت‌چپ‌منتقل‌‌‌‌ aها‌به‌اندازه‌‌،‌مثبت‌باشد،‌نمودار‌در‌راستای‌محور‌طول aاگر‌‌
واحد‌به‌‌‌‌ aها‌به‌اندازه‌‌بدون‌تغییر‌در‌عرض‌نمودار‌و‌اگر‌منفی‌باشد،‌نمودار‌در‌راستای‌محور‌طول

 گردد‌بدون‌تغییر‌در‌عرض‌نمودار.سمت‌راست‌منتقل‌می‌
 
 
 
 
 
 
 
‌
 f(x)–رسم قرینه تابع  3-1-9-1

‌کافیست‌نمودار‌را‌نسبت‌به‌محور‌طول‌قرینه‌کنیم.‌
‌
 f(-x)رسم  4-1-9-1

‌قرینه‌کنیم.‌‌عرضسبت‌به‌محور‌کافیست‌نمودار‌را‌ن
‌

 
‌
‌
‌
‌
‌
‌
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 a>0 و   af(x)انبساط و انقباض عرضی رسم  5-1-9-1
دهد‌‌باشد‌انبساط‌در‌راستای‌محور‌عرض‌رخ‌می‌‌a>1ضرب‌کنیم‌و‌اگر‌‌‌‌aکافیست‌عرض‌نمودار‌را‌در‌‌

 دهد!انقباض‌رخ‌می‌‌a<1و‌اگر‌

‌
 منفی بود چطور ؟   aاگر 

 a>0 و   f(ax)انبساط و انقباض طولی رسم  6-1-9-1
بد‌‌a>1اگر‌‌ نمودار‌ می‌‌ونباشد‌ منقبض‌ افقی‌ محور‌ راستای‌ در‌ عرض‌ در‌ این‌‌تغییر‌ ضریب‌ گرددو‌

1انقباض
a
‌گردد!!!!‌باشدمشابه‌قبلی‌اما‌منبسط‌می‌>1aو‌اگر‌‌باشد.می‌

 

 منفی بود چطور ؟   aاگر 

تابع   ( 25 )−نمودار  )f x نمودار است  شده  −تابع   داده  +( 1)f x    رسم را 
)نمائید.)روش دامنه و روش برگرداندن خود تابع  )f x   ) 

−

− +

   
   =  = −

− − +  

− − −   

( ) ( )

( 1)

,4 4,
4 1

5 1 1 5

x x

x

Df Df

Df x

x x

 

 دقت دارید برعکس شده !!!! 
 

3214 
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 ورود به یازدهم 2

‌تابع‌گویا:
‌

‌ام‌‌‌nتابع‌اصم:‌تابع‌ریشه‌
‌
‌
 

)
 + == =  = = =

f ff f
f Dx f x Rx D xR 3 ,) , )( (,‌

=نمودار تابع    (26 − −f x x( ) 1  را رسم کنید  1
 

‌
‌
‌
‌
‌
‌
‌

−معادله‌ (27 = +1 1x x xچند‌جواب‌دارد؟‌‌‌
‌

+
− = = +

− − =1
1

1 1
1 1

1
x

x
x

x x

x

‌

 

  

−)تمرین( معادله   (28 = +2x x k  سه جواب دارد. مقدارk  کدام است؟ 
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=دامنه ی تابع   (29 +( ) 2 6f x x    را به دست آورید. سپس به کمک نقطه
 یابی نمودار آن را رسم کرده و برد تابع را نیز معلوم کنید.  

 
 

=−به نظر شما شکل  + 2( ) 2 6g x x  ؟ چطور رسم می شود و برد آن چقدر است 
 

(برای تابع   (30
  

   
 




→ 

= 2

1: , ,
3

( )

f

f x x

 کدام نمایش قابل قبول است ؟ 

 
         
           

         
  
    

→ → →

= = =

, ,
2 2 2

1 1 1 1: , , : , : ,
3 1 3 9

( ) ( ) ( )

f f f

f x x f x x f x x

 

 

 

  نمودار تابع (31






−


=
− + 

1
;

( )
2 ;

x
xf x
x x

را رسم کنید و دامنه و برد آن    

 را مشخص کنید.  
‌
‌
‌
‌
‌
‌
‌
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 تساوی دوتابع  3
آن نمودارهای‌ که‌ برابرند‌ باهم‌ وقتی‌ تابع‌ هیچ‌دو‌ دیگر‌ عبارت‌ به‌ باشند‌ منطبق‌ برهم‌ دقیقاً‌ ها‌

‌رها‌تعلق‌داشته‌باشد‌و‌به‌دیگری‌نه!‌ای‌یافت‌نشود‌که‌به‌یکی‌از‌نمودانقطه

=آیا دو تابع   ( 32 =
2

( ) , ( )
x

f x x g x
x

 باهم برابرند؟  

=توابع      =
2

( ) l og , ( ) 2l ogx xh x k x    چطور؟ 
 
 

 برای مساوی بودن دو تابع باید: ( 9
 دامنه دو تابع باهم برابر باشند   +       ضابطه دو تابع باهم برابر باشند                                                          

 باشد ( برد دو تابع باهم برابر باشند )که نتیجه دومورد اول می و همچنین باید  
 در نمایش زوج مرتبی باشد ...............................   ( 10

=کدام یک از توابع زیر با تابع   ( 33 −( ) 2 1f x x برابرند؟ 
− + − −

− + −
+ +

3 2 2
2 2

2

4 2 2 1 4 1
4 4 1 (4 (3 (2 4 1 (1

2 1 2 1
x x x x

x x x
x x

− = −  −

− − + −
= = − → =  

+ +
− + − − + −

= =
+ +

− + − − +
= = −

+ +

− + = − = −  −

2

2

3 2 3 2

2 2

2 2

2 2

2 2

1) 4 1 2 1 (2 1)

4 1 (2 1)(2 1) 1
2) 2 1 :

2 1 2 1 2
4 2 2 1 (4 2 ) (2 1)

3)
2 1 2 1

2 (2 1) (2 1) (2 1)(2 1)
2 1

2 1 2 1
4) 4 4 1 (2 1) 2 1 (2 1)

f

x x x

x x x
x D x D

x x
x x x x x x

x x
x x x x x

x
x x

x x x x x

 

توابع   (34 =اگر 
+

( )
2

c
f x

x
+و    

=
+ +2

2
( )

4
bx

f x
x ax

باشند.     برابر  هم  با 

 چقدر است؟  a+b+cمقدار  
    



= − − → = − −  + + = +  =

→ =  + + = + + + → =

+
→ = → + = → + = +

++
= = = → + + =

=

2

2 2

2

2

2

2 2 4 ( 2)

1 4 ( 2) 4 4 4

2
( 2) (1)(bx+2) 2 2

2( 2)
1, 1 6

g fD R D R x ax x

x ax x x x a

bx c
c x cx c bx

xx
c b c a b c

 

=آیا دو تابع  )تمرین(   (35 − − = − −2( ) 2 3, ( ) ( 2) ( 3)f x x x g x x x  
 با هم برابرند؟ 
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 تابع جزصحیح  4

 تعاریف  1-4
ی‌آن‌را‌به‌تعدادی‌بازه‌افراز‌نمود‌که‌تابع‌در‌هر‌دامنه‌ثابت‌به‌هر‌تابعی‌که‌بتوان‌دامنه‌‌ای:پلهتابع  

‌ای‌گوئیم.‌مثل‌تابع‌جزصحیح‌یا‌براکتی‌)مساله‌هزینه‌پارکینگ!(‌باشد،‌تابع‌پله
گوئیم.‌با‌نماد‌‌‌‌xرا‌جزصحیح‌‌xتعریف‌جزصحیح:بزرگترین‌عدد‌صحیح‌کوچکتر‌یا‌مساوی‌ 

 
x‌

 ma x , 
 

=  x n n x‌

]به‌حاصل‌‌ ]−x x جز‌اعشاری‌عدد‌‌x‌‌‌.گوییم‌
‌مثال‌عددی‌:‌‌‌‌‌

           = = = − = − − = − − = −2 / 3 2 0/ 7 1 1 2 / 3 3 0/ 7 1 1 1‌

 تابع جزصحیح واجب نکات 2-4

1

1) 1

2)

3)

4)

0
5) ,

1 1

0

 
 
 

  

     

  

  
          

 

  

 

= →   + 

 → + = +



− 
− + = − =

−  − −

 − 



x k k x k k

k x k x k

x x

x xx
x x

x x x

x

x

x

‌

 یک نامساوی عجیب و نه چندان واجب 
1 1      −    +x x x x‌

 . دیموارد بالا را اثبات کن  یبرخ  نیدر موارد بالا و همچن  لیتفکر و تحل  یاندک ( 11

                                اثبات : یروند کل
, 0 1

,

   



        

      

= +     → = + = + = + →

= − =

x k k x k k k

x k x x
 

 را اثبات کنید   ۵رابطه شماره  (36

[ ] [ ] , 1,[ ]
1

) , [ ] [ ] [ ] [ ]

) , 1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] 1 1

 



 

     





  


− + = = + →    =

− 

 → = =  − + = − + = − + =

 → = +   

− + = − − + + = − + − + + = − + = − + = −

x z
x x x k k z x k

x z

I x z x k x x k k k k

II x z x k

x x k k k k
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رابطه (37
2

 
        

 

+
= = → =

x y
x y n n  ید  را اثبات کن 

1 2

1 2
1 2

1 2 1 2 1 2

[ ] , , 1 , [ ] , , 1

2 1
2

2
[ ] [ ]

2 2 2 2

   

 
 

       
  
    

= → = +   = → = +  

+
  +    

+ + + ++
= = + = + = + =

x n x n y n y n

nx y
n n n n

‌

رابطه‌‌ (38                  +  +  + +1x y x y x y  را‌اثبات‌کنید‌‌‌

   

   

1 2

1 2

1 1 1 1 1

2 2

1 1 2 2 1 2 1 2

1 2

1 2

1 2

2 2 2

1 2

[ ]

[ ] 1 1

, , 1 ,

, , 1 , [ ]

[ ]

2 1

:

1 :

 

 

   

 

 

 

 

  

   = +   

 
 

   + = + + = +
  

  + = + + = + +
 

= +    =

= +    =

 + = + + + + +

   + =

+ =

+ =

+

x y k k x y

x y k k x y

x k k z x k

y k k z y k

x y k k k k

or

 

باشد حاصل   nاگر    ( 39 
  

+
3 3 1n   .را بدست آورید 

→

 +  + + + = +

 +  + →  +  + + =

3 3 3 2

3 3 3 33 3 3 3 33

31 1 3 3 ( 1)
1 ( 1) 1 1 [ 1]

n n n n n n

n n n n n n n n 

+اگر بدانیم   ( 40 + − =7 7(1 3) (1 3) ، حاصل   1136 
 
+ 7(1  چقدر است ؟   (3

 
 
 
 

باشیم   ( 41 داشته  اگر    
   

+ = − + =2 211 3 8 5x x x x   حاصل  ، 
 

+ 2( 2)x    را

 محاسبه کنید. 
 
 
 

 مثال ها و روابط بیشتر در متفرقه ! 

   کوچکتر‌باشد‌برابر‌با:‌‌nکه‌از‌عدد‌‌aمضارب‌طبیعی‌عدد‌پیام‌بازرگانی‌!‌‌:‌ 
 
 

n

a
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 جزصحیح دامنه و برد توابع   3-4

‌در‌متفرقه‌ریاضی(‌‌5در‌هر‌مورد‌دامنه‌و‌یا‌برد‌خواسته‌شده‌را‌محاسبه‌کنید‌)مورد‌ (42

 

1
1. , , ?

[ ] 1

1
[ ] 1 1 1 (1, )

[

]

]

1 [ [ ]]

[ [ ]
2. . ?

[ ] [ ]



−

=

     

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −



− − − −

     

  

−− − − − − − − −



−

 

−    −  → − 

− = → =      = −

 −  →  −
−

+ −



=
+

=

+

 →   +

 −  →

−

−

f f

f

f

f

D R
x x

x x x x x x

x x x x x x D

x x

x

x x x
D

x

x x
x x

x

x x

R

x x

 

 ( ) ( )  

2

2

2

, ?

4. , ?

( ) 1

( ) 1
1 1

1
3.

2

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

− − − − − − − − − − − −



−

 
= 

 

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −



  =
 

=

+
  → = = = → −

+
+

 → = = →

+

   −
− −

− − =

+

−

−

f f

f f

D R

D R

x x
I x y

x

x

x x
x

II x y x R

R R

x

x

x x

x

‌

 
‌

‌
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 معادلات شامل جزصحیح 4-4

 معادلات زیر را حل کنید   ( 43
 

1 3 2 1 3

1 1 2 ....
1

2

1

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2

1
2) 3

2 2

1
2

3) 2

1) 1 2 [ 1] 7   
   

   
   
   




         
= + = → + =         

         

 
→ = →   → 

 
−

− + + − −

− +

−

+ =

+

−

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−− −

− +

−−−−−−− −−−−

=

−

−

−

+ +

x

x

x x x x x

x

x

x

x x x

2 2

2

3 1 1 3
2 .

4

......, 2, , 1, , , .

2

) 4 5 2

,1, ,2,. ....
2 2 2 2

3

6) 6

7)
2 3




     
       

 
  

 
 
 

=

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

=

− + = − − + +

−

−

−−−−−−−−

= −

−

−

−


−−−−−−−− −−−−−−−−−−−− −−−−−

−−−−−− −

=

−

=

−

→ −

−−−−−−−− −− −

−

−−−− −−−

x

x x x x x

x x

x

x

x

x

k

3

3
1 1 -k

2 2 2

1 2 ,1
2

 
 
 

 → =

= →   + →   + 

  →   → =

k x k

x x k
k k k k k

k
k k

 

 ریاضی در متفرقه  چند معادله مهم ویژه
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 رسم نمودار های جزصحیح 5-4
 های معمولی رسم  1-5-4

نمودار‌تابع‌ -1 
 = xy 

 
 

1 : 1

1 :

1 2 : 1

2 3 : 2



   




−   =−

  =
=

  =

  =

=

y

y

y

y

x
x

x
x
x

y 

 

 

 

 

 

نمودار‌تابع‌ -2 
 

= −y x x 
‌ید‌:نکته‌جالب‌در‌این‌شکل‌:‌با‌انتقال‌یک‌واحد‌در‌راستای‌طول‌نمودار‌تابع‌تغییر‌نمیکند‌،‌ببین

                               تابع‌متناوب‌!!
1

11 11 =

 
 

     
      

 → +

+ −= + − − = −+

= − x x

xy x x x xx

y x x
‌

 

1

1 2 1

 
 

 
 

 
 

  → = − =

  → = − = −

= −

x y x x x

x y x x x

y x x

 

 

 

نمودار‌تابع‌ -3   +
   

−=y x x 
 

 
 

[ ] [ ]
1







− + =

− 

x z
x x

x z
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نمودار‌تابع‌ -4 
 

= +y x x 
 
 
 
 
‌

1 : 1

1 :

1 2 : 1

2 3 : 2

 
 










=

−   = −

  =

  = +

  = +

+=

y x

y x

y x

y x

x

x
x

x
x

xy

 

‌
 
 
‌
‌

 رسم به کمک انتقال و مقیاس  2-5-4

چگونه‌میتوان‌نمودار‌‌
2

3 
 
 

= xyرا‌رسم‌کرد‌؟‌‌‌

کافیست‌ابتدا‌نمودار‌‌ 
 =y xرا‌رسم‌کنیم‌و‌سپس‌اعداد‌محور‌طول‌را‌در‌....‌و‌اعداد‌محور‌‌‌
‌عرض‌را‌در‌.....‌ضرب‌کنیم‌.

 رسم به کمک بازه بندی   3-5-4

,‌‌نمودار (44 2 2 
  −  = xy x x  را‌رسم‌کنید‌ 

 

1

2 1 : -2x

1 : -x

1 :

2 : x

2 : 4

−  − =

−   =

  =

  =

= =

x y

x y

x y

x y

x y

 

‌
‌
‌

‌درون‌جزصحیح‌ضریب‌دار‌باشد‌:‌‌‌xاگر‌
 کلا هر جا درون جزصحیح ،  صحیح شود داستان داریم !
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)رسم معروف   4-5-4 ) 
 
 

xf 

)رسم‌نمودار‌‌ -1 )f x‌. 
y=خطوط‌‌ -2 kرا‌رسم‌کرده‌که‌‌‌k‌.و‌محل‌تلاقی‌با‌نمودار‌تابع‌را‌مشخص‌کرده 
افقی‌‌ -3 بین‌دو‌خط‌ نمودار‌که‌ =هر‌قسمت‌ = +, 1y k y k‌‌‌‌،پائینی را‌روی‌خط‌ دارد،‌ قرار‌

=y kکنیم.تصویر‌می‌‌ 

2باشد.مطابق‌شکل‌داریم:‌)رسمنقطه‌تلاقی‌منطبق‌بر‌خودش‌می , 2 2 
  

−  xx‌) 

  

 توابع زیر را رسم نمائید.  (45

        − − − + 1) 2) 1 3) si n( ) 4) cos( ) si n( )x x x x x 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

 تمرین    ۴مورد  
 موارد بیشتر در متفرقه ! 
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 توابع یک به یک  5

 تعاریف  1-5
  ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌یک‌به‌یک‌است‌هرگاه:‌fتابع‌ -1  = → =1 2 1 2 1 2, : ( ) ( )fx x D f x f x x x 
دوم‌ -2 مولفه‌ متمایزی‌ مرتب‌ زوج‌ دو‌ هیچ‌ که‌ است‌ یک‌ به‌ یک‌ تابعی‌ مرتبی‌ زوج‌ لحاظ‌ از‌

 یکسانی‌نداشته‌باشند.
( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( ) = == 2 31 1, 2 , 2 21, 2 , 1, 3 , 2, 4 14 1, 3, 6 ,, 2 , 3 , 2 2, 5 , 6, 8 , ,,, ,f ff‌

ون -3 نمودار‌ لحاظ‌ ه‌‌کیبه‌‌‌‌کی‌‌یتابع‌‌‌یاز‌ که‌ پ‌‌یعضو‌‌چیاست‌ دو‌ دوم،‌ مجموعه‌ ‌کان‌یاز‌
 نداشته‌باشد.‌‌زیمتما

‌
است‌که‌در‌صورت‌تلاقی‌با‌هر‌خط‌موازی‌محور‌‌‌از‌لحاظ‌نمودار‌مختصاتی‌تابعی‌یک‌به‌یک‌ -4

 نقطه‌تلاقی‌داشته‌باشد.‌1حداکثر‌فقط‌و‌فقط‌‌،‌افقی‌
‌

  ‌
‌
‌
‌
‌

12 )  ( شماره  گفت:    (1تعریف  توان  می  ولی  نیست  پذیر  به     برگشت  یک  اگر  چند     y    ،2    ازای    xیا 
 داشته باشیم ، تابع مورد نظر یک به یک نیست. )مثال نقض( 

   روش های بررسی  2-5
‌رسم‌تابع‌‌‌بهترین روش :

‌برساند‌و‌تمام‌!‌تابع‌یک‌به‌یک‌نیست‌!‌‌xخوب‌تا‌ما‌را‌به‌دو‌یا‌چند‌‌yیک‌‌‌مثال نقض :
)‌‌اثبات‌تشریحی‌با‌تعریف‌بدترین روش! :

1 2 1 2
=  =y y x x)‌

‌تمامی‌خطوط‌به‌جز‌خط‌خاص‌افقی‌و‌عمودی‌،‌تابع‌یک‌به‌یک‌هستند.‌
: اول مشتق طور  فرم‌‌تاب‌‌‌نکته  به‌ درجه‌سوم‌ =ع‌ + + +3 2( )f x ax bx cx dبه‌‌‌‌ وقتی‌یک‌

−یک‌است‌که‌‌ 2 3b ac‌‌‌:باید‌مشتق‌آن‌ریشه‌نداشته‌باشد( 
'f

)‌
‌تابع‌اکیدا‌صعودی‌یا‌اکیدا‌نزولی،‌یک‌به‌یک‌است‌!‌‌نکته دوم مشتق طور :

‌به‌یک،‌یک‌به‌یک‌می‌باشد‌.‌بد‌نیست‌بدانیم‌ترکیب‌دو‌تابع‌یک‌
 !!!مقایسه‌کنید‌با‌بررسی‌تابع‌بودن‌
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 یک به یک بودن توابع زیر را بررسی کنید   (46
 

1 2 1 2

2 2 2 2
1 2 1 2

2

1 2 1

2

2
1

5
3

2

5 5

1

3

5 5
3 3

1 2 1 2
5 5

sin( )

7 7

1 1

1

1 1
8 8 8 8

7

8

=

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

→

= =

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

=  + = + → = =

− − − −
=  = → → = → =

= = +

−= =

y x

y y x x x

f

x x x

x x x x
y y x x

f

x

x

y x

f y

x

3 2
4

3 2
5

2 23 3 3

3 3 11

2 2

4 , 4 3 7−=− →

−

−

= = + + +

−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

=

−−−−−−−

= = + − +

→ = + = ac ac

f y x x x

f y x x x

b b

 

 اثبات تشریحی ، تمرین اختیاری )متفرقه( 
)2  وضعیت یک به یک بودن تابع (47 ) 2= = −y f x x x   را در دو حالت دامنه

)  دامنه محدود شده اعداد حقیقی و ,1


−   بررسی کنید 
 دامنه اعداد حقیقی 

2 2
1 2 1 1 2 2

2 2 2 2
1 1 2 2 1 2

1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

1

2

2 2

2 1 2 1 ( 1) ( 1)

( 1) ( 1)
( 1) ( 1)

( 1) ( 1)






+

→

→ + =

=  − = −

→ − + = − + → − = −

− = − =
→ − = − →

− =− −

y y x x x x

x x x x x x

x x x x
x x

x x x x

 

 دامنه محدود شده 
(

1 2

1 2

1 2

,1 1 1 (*)

( 1) ( 1) (*)

1 1




 − →  → − 

− =  − →

− = −

→ =

x x x

x x

x x

x x
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 دامنه  تحدید 3-5
شاید‌تابعی‌در‌کل‌دامنه‌تعریف‌خود‌یک‌به‌یک‌نباشد‌ولی‌با‌کاهش‌فضای‌دامنه‌ی‌آن‌تبدیل‌به‌‌

ب‌ گرددتابع‌یک‌ نواحی‌‌‌‌.(‌+‌قدرمطلق‌خط!‌‌۲درجه‌‌)ه‌یک‌ تابع‌ بارسم‌ که‌ است‌ بدینگونه‌ روش‌حل‌
‌مشکل‌دار‌مشخص‌می‌گردند‌و‌آن‌نواحی‌باید‌حذف‌شوند.‌

 توابع زیر با کاهش دامنه یک به یک سازید  (48
22 ( 2)= − = +y x y x 

 
 
 
 
 
 

 
 

 
‌

)2راس‌تابع‌درجه‌دوم‌به‌فرم‌مربع‌کامل‌‌ ) += − cy a x b2:‌‌ریشه‌پرانتز‌درجه‌‌‌‌‌‌‌:‌
2راس‌تابع‌درجه‌دوم‌به‌فرم‌کلی‌‌ + += bx cy a x‌‌‌:راس‌سهمی‌‌:‌

=+راس‌توابع‌قدرمطلقی‌به‌فرم‌ + dy c ax b‌‌‌:ریشه‌قدر‌مطلق‌‌‌:‌
 

‌!بازه‌نباشد‌درون(‌برای‌یک‌به‌یک‌بودن‌بازه‌ای‌است‌که‌راس‌شکل‌safeبازه‌امن‌)

 ع چندضابطه ای تواببررسی  4-5
 ‌.ر‌دامنه‌تعریف‌خود‌یک‌به‌یک‌باشداولا‌باید‌هر‌ضابطه‌د
‌ها‌دو‌به‌دو‌اشتراک‌نداشته‌باشد.ثانیا‌باید‌برد‌ضابطه

2







=



x x
y

x x
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‌‌تابع‌با‌ضابطه‌ (49
1 3

1
2

2







+ 
=

+ 

x x
y

x a x
‌‌aیک‌به‌یک‌هست.‌حداکثر‌مقدار‌‌‌‌

‌چقدر‌است‌؟

)

( )2

1
3 1 4 1 2 2 : 2,

1 1
2 1 1 1 : ,1

2 2




 → +  → +  →  +

 →  → +  + →  + − +

x x x y

x x x a a y a a
 

 

 

 

 
 

 

 + تست های بسیار مهم در بخش متفرقه ، حتما مطالعه کنید 
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 تابع معکوس  6

 تعاریف  1-6
‌را‌بصورت‌زیر‌تعریف‌می‌کنیم:‌f‌‌‌،1-fتابع‌وارون‌یک‌به‌یک‌باشد‌‌‌fتابع‌‌هرگاه

( ) ( ) ,
11 , ( ) ( ), −−  

 
 

→=  = =f f f x y x fy x y yx‌

‌را‌عوض‌می‌کنیم.‌یعنی‌در‌تابع‌وارون‌جای‌مولفه‌اول‌و‌دوم‌
‌)حالا‌شرط‌وارون‌پذیری‌را‌می‌فهمیم!(‌

1به‌معنای‌‌‌f-1دقت‌شود‌
f
‌نمی‌باشد.‌‌

‌نمایش‌نمودار‌ونی:

)تابع معکوس  ( 50 ) ( ) ( ) = −( ) 1,2 , 3, 1 , 7,5f x    .را بدست آورید 
 

تابع   ( 51 )5معکوس  )= +f x x b x    نقطه )از  مقدار    6,1( را    bمیگذرد. 
 بیابید . 

( ) 16,1 f − → 

 شرط لازم و کافی برای وارون پذیری یک تابع ....................  ( 13

 دامنه و برد تابع معکوس  2-6
1 1

,
− −

= =
f ff f

D R R D   دامنه‌و‌برد‌تابع‌اصلی‌را‌پیدا‌کنیم.‌پس‌کافیست 

‌ع‌به‌سادگی‌از‌تعریف‌و‌مفهوم‌تابع‌معکوس‌استنباط‌می‌شود‌.این‌موضو

)‌برد‌تابع‌معکوس ) 3 1= = + −y f x x xکدام‌است‌؟‌ 

 محاسبه ضابطه تابع معکوس  3-6
 مرتب‌می‌کنیم.‌‌yرا‌برحسب‌‌xابتدا‌ -1
 تبدیل‌می‌کنیم.x را‌به‌‌  yو‌‌yرابه‌‌xسپس‌ -2

‌می‌کنیم.‌البته‌بیش‌از‌هر‌چیز‌باید‌شرط‌وارون‌پذیری‌را‌چک‌‌
‌بحث‌چک‌دامنه‌+‌عدد‌گذاری‌!!‌

)3ضابطه وارون تابع   (52 ) 1= −f x x  . را بدست آورید 
13 3 33 ( )1 1 1 1−→ → == − = − → = − −f xy x x y x y x 

)ضابطه وارون تابع   (53 ) 2 3= −f x x  . را بدست آورید 
1

3

2
( )2 3 2 3 3 2 − −

== − → = − → = − →
x

f xy x y y xx 
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 وارون توابع زیر را بدست آورید   (54

1 ( )( )

1

)

(

.

(

)− =

+ = + → − = − → − = −

− − +
= = →

− −
+

+
=

−
=

−

+

+
+

f x

ycx yd ax b ycx ax b yd yc a x b yd

b yd dy b
x

y a

ax b
y

x

c x d

c a c
dx b

f
cx ay

ax b
c x d

 

 پس با شرط ............  تابع هموگرافیک و وارون آن بر هم منطبق اند ! 

2

2 2

2 2
1

( )

2 2

2 2 4 2 4

4 2 2

2

^2 : ^ 2: 2

4(1)( ) 4 1

2 1 4 1
(*)

2

5 3 2 1 4 1
: 1 2 (*) : ( )

2 2

2

2.

( 1) ( 2 1

)

)

(

−

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

= + → − =  + − =

 = − = +

+  +
=

 + − +
= → = → →

+

− → =

+ − − + = − −

= =

x

y x x y x x y x xy x

y

y y
x

x x
f x

x x

y f

x x y y

f x y

y y 

 راهی برخوردید، از عدد گذاری استفاده کنید !  2پس اگر به 

( )
3 3 3 2 23

3

3

2

3
3

3 3

2

(4 1)

2

1

1 1
1 ( 1

64 4

4 1) 4

8

1
4

13.

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −

+ = + + += + +

− −
− = + → − = + → = →

= + + +

a b a b a b aby x

y
y x

x

x

y x x

y x

 

 معکوس توابع چند ضابطه ای 4-6
و کرده‌ معکوس‌ را‌ ضابطه‌ هر‌ جای‌‌‌‌کافیست‌ به‌ ضابطه‌ هر‌ برای‌ را‌ اصلی‌ تابع‌ ضابطه‌‌دامنه‌‌برد‌

‌معکوس‌در‌تابع‌معکوس‌به‌کار‌برد.‌
1

1

1

( ) , ( ) ,
( ) ( )

( ) , ( ) ,

−
−

−


 
 
  

 
= → =

 

g g

h h

g x x D g x x R
f x f x

h x x D h x x R
‌

)ضابطه وارون تابع   (55 ) 2x+1= − xf x   را بیابید 
1

1

1

: 2 1 +1 1 y 1 , ( ) 1

1 1
: 2 1 3 +1 y<1 , ( )

3 3

1 ; 1
( ) 1 1

; 1
3 3

−

−

−













 = + − → = → = −  →  = −

− −
 = + + → = → =  → =

− 
=

− 

x y x x y x x y f x x

y x
x y x x y x x f x

x x
f x

x x

 

 !  یک حرکت خفن در متفرقه 
‌
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 رسم نمودار تابع معکوس  5-6
سازیم‌چراکه‌با‌این‌کار‌جای‌مولفه‌طول‌و‌عرض‌عوض‌‌ر‌را‌نسبت‌به‌محور‌....‌قرینه‌‌کافیست‌نمودا

 می‌شود‌دقیقا‌همان‌چیزی‌که‌در‌تابع‌وارون‌به‌آن‌نیازمندیم.

‌

‌‌x+1ضابطه‌وارون‌تابع‌ (56 1( ) +=f xرا‌بدست‌آورید‌و‌تابع‌و‌وارون‌آن‌را‌رسم‌‌‌‌
‌.کنید‌

2 2 1 2

^ 2 :x+1 1 1 x+1

2 1 1 2 ( ) 2−

+ → − =

− + = + → − = → = −

= y

y y x y y x f x x x

y‌

 
‌یک‌جای‌کار‌مشکل‌داریم‌نه‌؟؟‌

‌
‌
‌
‌
 پس‌خیلی‌باید‌مراقب‌دامنه‌تابع‌معکوس‌باشیم!!‌‌
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 یک مطلب ترکیبی پر رو ! ترکیب و وارون!!  6-6
)اول‌از‌همه‌با‌نماد‌‌ )fog x‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌:آشنا‌شویم‌( ) ( ( ))=fog x f g x‌

‌بحث‌را‌با‌یک‌مثال‌آغاز‌می‌کنیم.‌‌‌

)اگر   ( 57 ) 2 1= −f x x   باشد ثابت کنید( )f x   وارون    و    وارون پذیر است

اگر  و  کنید.  پیدا  را  آن 
2 1( ) ,
2
+= xg x x    توابع    ، باشد( ) , ( )fog x gof x    را

 محاسبه کنید. 

1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
2 2 1

2
1

2

2^

^2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1

1 1
2 1 2 1 1 2 ( ) (x > )

2 2

1
( ) 2 1 ( ) (x > )

2

1
( ) ( ( ))

2

−

−

⎯⎯⎯→

⎯⎯⎯→





−

−−−−

= −  = → − = − − = − → =

+ +
= − = → + = → = → =

+
= − = =

+
=

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

=

y x y y x x x x x x

y x
y x y x y x x f x

x
f x x g x g f

x
fog x f g x f

( )
( )

2
2

2

1
2 1

2

2 1 1 2 1 1
( ) ( ( )) 2 1

2 2

  
   
   

  

+
= − = = =

− + − +
= = − = = =

x
x x x

x x
gof x g f x g x x

 تابع و معکوسش، همانی می باشد :   پس نتیجه میگیریم ترکیب 
1 1

( ) ( )
,− −= =

x x
fof x f of x‌

‌:‌اثبات‌
1 1

( ) ( ) ( )
1 1

( )
( ) ( )− −− −= == → → = → =

x xy x
y f f f f of xf x f y x‌

‌اما‌دامنه‌تعریف‌این‌دو‌تابع‌چطور‌بدست‌می‌آید‌؟‌

1( )

2

1
( )

1
1 (

2

1
)

( ) :

( ) : ( )−

− −= = = =

= = =

x

x f

h f f

h

x
h x x

x f

Dfof D

h x D

R

of Dx
‌

‌نیستند‌؟؟!!‌‌)چه‌شرطی‌لازم‌است‌(‌‌مساویپس‌به‌طور‌کلی‌این‌دو‌تابع‌

)برای‌تابع‌ (58 )=−f x x1,با‌دامنه‌‌‌‌  دو‌ضابطه‌‌‌‌،
1 2
( ), ( )h x h x را‌رسم‌کنید‌‌‌

 
‌
‌
‌
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‌چند‌نکته‌دیگر‌:
‌‌1نکته اول : 1 1( ) (x) g of (x)− − −=fog  )اثبات‌در‌متفرقه‌ویژه‌علاقه‌مندان( 

‌‌1نکته دوم : 1(f )− − = f   وارون‌یک‌تابع‌برابر‌خود‌تابع‌می‌باشد‌‌وارون‌
‌تابع‌و‌وارون‌آن‌هم‌جهت‌اند‌!‌‌نکته سوم:

‌

)31اگر‌‌‌ (59 )− +=f x x x و‌( ) 2 1= +g x xباشند،‌وارون‌تابع‌‌‌fog‌‌‌.را‌بیابید‌‌

3 3

1 1 1

1 1 1 11 1
( 1) ( 1)

2 2
( ) 2 1 ( ) ( )

( ) (x) g of (x)

g of (x)

− − −

− − − − + +−  −= + → = =

=

=xg x x g x g x xx x

fog

 

)اگر‌تابع‌‌ (60 )f xوارون‌پذیر‌باشد‌و‌‌‌‌( ) 3 (2 )= −g x f xباشد،‌وارون‌‌‌‌( )g xرا‌‌‌‌
‌بدست‌آورید.

1

1

1

1

1 1 1

1

2

1 1

2 2

2

( ) ( )

3 (2 ) (2 ) 3 (3 )

( ) (3 ) ( ) (3 )

(3 )

−

−

−

−

− − −

=  =

= −  = −   = −

= − 

= −

= −

x

x

y g x g y

y f x f x y f y

g y f y x f

y

g

f

x

x‌

)اگر   (61 ) 2= +f x x   (2)1حاصل−f  کدام است؟ 
 

 

)اگر   (62 ) ( ) ( )= +g x f x f x    31و( ) 2− =f x x    (6)1حاصل−g   
 کدام است؟ 

 

 
‌

)اگر‌ضابطه‌تابع‌‌ (63 )f x2بصورت‌‌‌‌ 2 ; 1( ) +  −= x xf x xباشد،‌مقدار‌‌‌‌b 
4)1را‌از‌معادله‌‌ 5)− + =f b b‌‌‌.بیابید 

2

2

1

6

2 4 5

2 24
2 5 1 6 1

2

(4 5) ( ) 4 5−

−

+ = +


− = =   = −

+ =  = + 

 =

b b

b b

f b b f b b b

b b
‌

 +‌چند‌مساله‌تیپ‌حل‌شده‌مثال‌های‌بیشتر‌در‌متفرقه‌
 از مربع کامل استفاده کنید ! ۲برای معکوس کردن یک تابع درجه  
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 تلاقی تابع و تابع وارون   7-6
)اگر‌نمودار‌‌ -1 )f xخط‌‌‌‌=y x ‌‌‌‌،را‌درنقطه‌ای‌قطع‌کند

)1نمودار‌‌ )−f xنیز‌خط‌‌=y x  را‌در‌همان‌نقطه‌قطع‌‌
 می‌کند‌وبالعکس.‌

 
 
 
 
 

2- ‌ توابع‌ )نمودار‌ )f x‌ ‌‌ )1و‌ )−f x  در‌ است‌ ممکن‌
قطع‌ را‌ یکدیگر‌ نیز‌ سوم‌ و‌ اول‌ نیمساز‌ از‌ خارج‌ نقاطی‌

 کنند‌.
 
 
 
 
 
 
 

)اگر‌‌ -3 )f xباشد‌آنگاه‌نقطه‌تلاقی‌‌‌‌و‌یا‌هموگرافیک‌‌‌اکیدا‌صعودی‌‌‌( )f x  1و‌‌( )−f xدر‌‌
y=صورت‌وجود‌بر‌روی‌خط x 1است‌پس‌به‌جای‌حل‌معادله‌‌‌‌( )( ) −= f xf xمی‌‌‌‌

)توان‌معادله‌‌ )=f x xاثبات‌متفرقه‌علاقه‌مندان(‌را‌حل‌کرد‌‌( 
 اگر‌نزولی‌باشد‌بهتر‌است‌رسم‌کنیم‌)متفرقه(‌و‌یا‌معادله‌اصلی‌را‌حل‌کنیم‌

‌که‌اکیدا‌صعودی‌هستند‌:‌‌11توابع‌معروف‌پایه‌
‌

=اگر    (64 = +( ) 1y f x x   باشد. ضابطه تابع معکوس را محاسبه نمایید و
 ا با تابع پیدا کنید.  محل تلاقی آن ر 

2 2 1 2
( )

2

2 22^

1

1 1 1,

1 1

1 5
1 1 1

2

x

y x

y x x y f x x

x x

x x x x x x x

−

⎯⎯⎯→

= + 

→ = + → = − → = − 

→ − = +


+ =  + = → − − = → = →

 

)3اگر   (65 ) 8= + −f x x x    تلاقی )فاصله  )f x  ‌ )1و‌ )−f x    مبدا تا 
 مختصات چقدر می باشد؟ 
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 تمارین بیشتر تابع وارون  8-6

‌‌وارون‌تابع (66 ( )= + xf x xآوریدرا‌بدست‌‌ 

1

1
2

2
1 1 1

( )
2 2 2

−

      

                                  

            

= = → = =

= → − = −+ =

= + 

+ → + →

= + →

x

y x y x y y

x x y x y y x x x

y x

x x x x

y x f

‌

=‌‌تابع (67 − −2( ) 2 4f x x xدامنه‌‌‌‌ تحدید‌ با‌ ضرا‌ سپس‌ و‌ کنید‌ معکوس‌ ابطه‌‌،‌
معکوس‌آن‌را‌محاسبه‌کنید‌و‌دامنه‌و‌برد‌آن‌را‌حساب‌کنید‌،‌سپس‌ریشه‌های‌تلاقی‌تابع‌و‌وارون‌‌

)دامنه‌محدود‌شده‌پیشنهدی‌:‌ آن‌را‌بدست‌آورید. )+1,‌‌)‌

‌

68) ‌ 2)اگر‌ ) 1 ( 2)= + +g x f x‌ ‌‌ 1و‌ 2 5( ) 1− += + xg x‌ حاصل‌‌ باشد،‌
1(1)−f‌‌.را‌بیابید‌

1

1 1

(1) ( ) 1 2 2

(2 4) 1 ( ) 2 (2) 2 4 (2) 4 2 4 4

−

− −

= → = → + = → = −

− = + = → = − → = = − → =

f b f b x b x b

g b f b g b g b b
‌

ضابطه‌‌‌‌fتابع‌‌ (69 2با‌
( )= −

x
f x xدامنه‌‌‌‌ )در‌ ),−نمودار‌‌‌ بگیرید.‌ نظر‌ در‌ را‌

‌را‌با‌کدام‌طول‌قطع‌می‌کند؟‌چهارمنیمساز‌ناحیه‌‌f−1تابع‌
1 2 1

2
1

2
( ) ( ) 2− = =→= − → − = →− + = → = →

x x
xx xf f x x x x x x‌

)1اگر  (70 ) (5) 3−= + −f x f x 2)اشد حاصل  ب 21)f  را بیابید؟ 
1(5) ( ) 5

: ( ) 3 5 2 3 4

( ) 4 3 ( ) 1

 

     

− = → =

= = + − → = − → =

 = + − → = +

f f

x f

f x x f x x
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 مال روی توابعاع  7
یاد‌بگیریم‌چطور‌چند‌تابع‌را‌جمع‌و‌ضرب‌و‌تقسیم‌....کنیم.‌این‌کار‌را‌‌‌‌خواهیم‌ن‌قسمت‌میایدر‌‌

‌توان‌انجام‌داد‌که‌عضو‌دامنه‌هر‌دو‌تابع‌باشند)؟(‌پس‌داریم:هایی‌می‌xمنطقاً‌روی‌

,
.

(, ) 0


   
   

  
= = = − =gfg gf g f f g

g
f f

D x xD D D D D D D D x g x‌

‌باشد‌و‌تنها‌کافیست‌...‌نمی‌عمل‌اساسی‌نیاز‌به‌هیچ‌کار‌خاصی‌‌4و‌برای‌محاسبه‌

( ) ( ) ( )
( )+ = +

x x x
f g f g‌

 ی مورد نظر را محاسبه کنید. برای توابع داده شده دامنه  ( 71

2

( )

2
( ) 1 , ( ) ?

4

 
 
 
 

+
= − = → =

−
x

x f
f x x g x

x g
 

 

 

تابع    (72 =1برای  −f x    2و=g x    مقادیر
(1)

( . )f g    و
( 1)

( . )
−

f g     را
 محاسبه کنید . 

 

توابع زوج مرتبی کافیست مولفه های اول یکسان را جدا نمایید   یعمل اساس  4برای محاسبه   ( 14
 ه دوم این زوج ها پیاده کنید.  س عمل اساسی مورد نظر را روی مولفو سپ 

توابع (73 )  برای  ) ( ) ( ) ( ) ( ),1 , 1,6 , 3,7 4,7 , 3,5{ }, { }= =f g    موارد
 زیر را مجاسبه کنید 

( )3,35{ }.

2 2 3

=

= − =

f g

f f g
 

 
را پیدا   fرا )بصورت زوج مرتب(داشته باشید. آیا می توانید تابع    f-gو    f+gسوال اگر  

 کنید؟ 
 

اگر  )تمرین(    (74   (2,4),(6,1),(3,7),(7,8) , (5,3),(2,0),(3, 1),(7,1)= = −g f 

برد تابع باشند، 
( )

( )
1+ x

g
f

 چند عضو دارد؟  

 3( 4               2( 3              1( 2              ( صفر1
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 یک مثال خفن و اختیاری چند ضابطه ای  

تابع    (75 دو  برای 
1 ; 2

( ) ; 2 2

1 ; 2









= −  

−  −

x

g x x

x

و    
2 ; 1

( )
;






=



x x
f x

x x
 

حاصل  
( )

( . )
x

f g  .را بدست آورید 
 

 

2

2

2

( 1) ; 2

( ) ; 2

( ) ; 1 2

(1)

; 2

; 2

; 2 1 2

; 2

( )

( )

(

.

. )

( )


















−  −

− 




= 



−  −

=

−    







x x

x x

x x

x

x x

x x

x x

x

x

x
g

g

f

f

 

 
‌یک‌مورد‌ماستی‌از‌تمارین‌کتاب‌‌

‌
‌
‌
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 ترکیب توابع  8

 ریف تع 1-8
باشند‌تابع‌ترکیبی‌‌‌‌f(x)به‌عنوان‌ورودی‌تابع‌‌‌‌g(x)های‌‌طوری‌باشند‌که‌خروجی‌‌gو‌‌‌‌fاگر‌دو‌تابع‌‌

fog(x)آید‌که‌این‌تابع‌به‌مقدار‌بوجود‌می‌‌xمقدار‌‌‌،f(g(x))دهد.را‌نسبت‌می‌‌‌
‌

 fو حاصل رو بذار تو  gرو بذار تو  x تعریف خودمانی :

76)   : باشیم  داشته  )2اگر  ) ( )2 ,+= =x xf x g x   تابع ضابطه  آنگاه   ،

( )
( )

x
fog  .را بدست آورید 

2

( )
2 2( ) ( ( )) ( )= + = += =

x
xfog f g x f x x 

=2اما آیا جواب کل خط   +y x!!می باشد ، نباید به دامنه دقت کنیم ؟؟ 

 دامنه ترکیب و شرط وجود ترکیب  2-8

 ( )
,

 

 
 
 

=   =  gf g x f g f
D x D g D D x 

اگر  (77
2

1
( ) =

−
f x

x x
و   

2

2
( )

1
=

+

x
g x

x
 باشد، مطلوب است :    

 
 

 

2 2

2 2

2

2

( )

( )

:

:

: 1
1 1

:

1

1

? ,

( )

(? )









=

− − − − − − − − − − − − − − − − − − −



 
 
 

 
 
 

   
+ +



→

=

−  →   

−

= =

 

=   

=

=  

=   =

g f

gf g x f

f

g

gg f f x f f

f g

g f

x x

x x

ok

x x x x

x x

D D

g x

D x D g D

D

D

f x D

D x D f D

D

D D
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 نکته جالب از مثال قبلی  ۲
gfDوجود‌دارد؟‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌fogچه‌وقت‌تابع R‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌

‌می‌گردد؟‌gنه‌تابع‌برابر‌دام‌‌ fogچه‌زمانی‌دامنه‌تابع‌‌

 باشد. زیر مجموعه ای از دامنه ..... و برد آن زیر مجموعه ای از برد ....  می fog   دامنه تابع ( 15

 ترکیب زوج مرتبی   3-8

f,توابع     ( 78 g  توابع داده شده اند ،,fog gof  رید  را بدست آو 
( ) ( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) 2,4 , 3,5 , 1,3 , 1,0 1,2 , 3,4 , 2,3= − =gf 

( ) ( )

( )

( )

,1,4 2,5

1,4

2,5

(1) ( (1)) (2) 4

(3) ( (3)) (4) !!

(2) ( (2)) 3)

{

( 5

}

= = = →

= = =

= = = →

=f

f

fog f g f

fog f g f

f g

og

o f f

go

g

 

 
 

 چند مساله مهم تابع مرکب  4-8
 تیپ اول   1-4-8

1اگر‌‌ (79
( )

1
+

=
−

x
f x

x
1و‌‌

( )
1

−
=

+
x

g x
x

)باشند‌تابع‌‌ )fog x‌.را‌محاسبه‌کنید‌

1 1 2 2
( ) ( ( )) 1

1 1 1

1 2
1

1 1

1

1

1
2

( ) 1 1 2 1 1
2

 
 
 
 

+ − +
= = = = +

− − −

− −
= − =

+ +

+
= + = + = −

−

−
−

− =
−

g g
fog x f g x

g g g

x
x x

x

g

fog x x
g

x

 

)اگر    )تمرین(  ( 80 ) 2 2= +f x x a    2و( )= + +g x x bx c    بدانیم  باشند و 
2( ) 2 1 = + +f g x x x    ، حاصل+ +a b c    کدامست؟ 
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 دوم تیپ 2-4-8

)اگر‌‌ (81 ) 3 1= −g x x2و‌‌( ( )) 9 1= −f g x xباشند‌تابع‌‌( )f x‌.را‌محاسبه‌کنید‌

( )

( )

2

2 2
2 2

1
3 1 3

3
( ( )) 9 1 1

( 1)
( ) 9 1 1 1 ( ) ( 1) 1 2

9

+
− == −  − =

+
= − = + −  = + − = +

= → t
x xf g x x x t

t
f t t f x x x x

f

 

می توان با   ( 16 عبارت ها  تجزیه  یا  و  تفکیک  کمک  به  دادیم  نشان  جزوه  هم در  قبلاً  که  همان طور 
 مسئله را ساده تر نمود مثل حل تکنیکی مثال قبل:   شبیه سازیساده سازی و 

( ) ( 2)(3 1 1( ) (3 1)(3 1) )( )3 3 1 2 = += − + = +− − − xf x xx x xf x x 
 سوم  تیپ 3-4-8

2اگر‌‌ (82 1
( )

3
−

=
x

f x3و‌‌
( )

1
 =

−
x

f g x
x

)باشند‌تابع‌‌ )g x‌.را‌محاسبه‌کنید‌

2 1 3 9
( ) ( ))

3 1 1
9 10 1 10 1

( )
1 1 2 2

2 1

2 1

 =
−

= = 
− −

− −
+  =

− − −

− =

= =

g x x
f g x f g

x x
x x x

g x
x x x

g

g
 

 

 چهارم  تیپ 4-4-8

2)2اگر‌‌ (83 1) 5− =f x x3باشد‌،‌مقدار‌‌‌‌‌
( )
2

f‌.را‌محاسبه‌کنید‌

 

84) ‌ )اگر‌ )
1

= −g x x
x

‌ ‌‌ 2و‌
2

( )
3

3 = +f g x x
x

‌ ‌‌ تابع‌ )باشند‌ )f x‌ را‌‌‌

‌محاسبه‌کنید.
2 2 2

2
( ) ( )

22

2 2( ) ( ) 3 ( ) 3

( ) 3 6 ( ) 3 6 3 6

3
1 13


 

 =    
 

+ += = =

= + → = + = +

+− −f g x f f

f x x f x x x

x
x x

x
x x x

x 
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 ترکیب چند ضابطه ای   5-8

)اگر‌‌ (85 ) 3 1= −f x x2و‌‌‌‌ 1 5
( )

2 5





+ 
=

− 

x x
g x

x x
تابع‌‌‌‌ )باشند‌ )gof xرا‌‌‌‌

‌سبه‌کنید.محا
2(3 1) 1 (3 1) 5

( ) ( ( )) (
(3 1) 2 (3 1) 5

6 1 2
( )

3 3 2

3 1)









− + − 
= =

− − − 

− 
=

− 

− =
x x

gof x g f x g
x x

x x
gof x

x x

x

 

 یک مورد دو ضابطه ای در دو ضابطه ای در متفرقه ! 

 چند مثال ترکیبی   6-8

 بصورت زیر تعریف شده اند. موارد زیر را بدست آورید    gو  fتوابع  (86

   ( 1,4),(2,7),(5,2),(3,3),(6,1) , (3,2),(5,1),(4,3),(2, 1),(1,5),(0,3)= − = −g f 

 1

1

(4,4),(7,7),(2,2),(3,3),(1,1)−

−

=

+

gog

fog f
 

 

 

87)  f    وg    درجه از  ای  جمله  چند  درجه    5و    3توابعی  هستند. 
 توابع زیر را به دست آورید.  

4 43 12max{3,5} 5 3 5 8 3 5 15, , ,=  ==+ =  = + =  ==f g f f g fog 
 

)تابعی یک به یک باشد و    fهرگاه    (88 2 ( )) (5 2)+ = +f x f x f x  ،
)در این صورت نمودار تابع  )=y fof x  محورy   با چه عرضی قطع می کند؟ ها را 

)       یک به یک می باشد، داریم: fبا توجه به این که تابع  ) ( )=  =f A f B A B      
2 ( ) 5 2 ( ) 2 1

( ) ( ( )) 2 ( ) 1 2(2 1) 1 4 3 ( ) 3

+ = +  = +

 = = + = + + = +  =

x f x x f x x

fof x f f x f x x x fof
 

 
 یک به یک است؟  fیک به یک باشد آیا تابع  gofسوال اگر  

 یک به یک نباشد )برهان خلف!(  fفرض کنیم تابع 
( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

( ) ( ) !!!!

  =  =

  =

A B f A f B g f A g f B

A B gof A gof B
‌
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 محاسبه برد تابع مرکب  7-8
‌‌دامنه‌آن‌در‌مورد‌برد‌تابع‌حاصل‌قضاوت‌نمود.‌ه‌تابع‌را‌تشکیل‌داد‌و‌با‌توجه‌بهباید‌ضابط

‌

)اگر‌‌ (89 ) =g x x2و‌‌( ) 1= +f x xباشند‌،‌برد‌تابع‌‌‌( )fog x‌.را‌محاسبه‌کنید 

)1,

( ) 1 ;

1 1 1 : = +

= = + 

  +   
fog

y fog x x x

x x y R
‌

‌اما‌روش‌بالا‌در‌بعضی‌از‌موارد‌بسیار‌سخت‌می‌شود‌پس‌:
در‌نظر‌بگیرید‌‌‌‌fرا‌بدست‌آورید‌و‌به‌عنوان‌دامنه‌برای‌تابع‌‌‌‌gبرد‌تابع‌‌‌‌روش دوم : یک ایده جالب :

‌را‌با‌این‌دامنه‌محدود‌شده‌محاسبه‌کنید‌fسپس‌برد‌تابع‌
‌

)1اگر‌‌ (90 ) +=g x x2و‌‌‌‌( ) 1= +f x xتابع‌‌‌‌ برد‌ ‌، )باشند‌ )fog xرا‌محاسبه‌‌‌
 کنید.

):2 2 2

1 1 1 1

1 1 1 2 2 2,

( )

( ) 1; 

+    +   

    +    = +

= =

= = +

g

f fog

y

y

y g x

y f x x x x x R

x x x
‌

‌
‌
‌
‌
‌
 
 
 
 

‌

که ابتدا    ( 17 است  است بسیار بهتر  شده  مطرح   ، مرکب  تابع  ترتیبی  به هر  که  مسائلی  همواره در 
 از باشد! دامنه تابع مرکب را حساب کنیم چرا که میتواند سرنوشت س

 + یک تمرین جالب  چند مساله حل شده مهم + تست های تابع مرکب در متفرقه

32به عنوان ماشین بصورت   gو    fاگر توابع  (91 1 3− → → → −x f g x x    و
( ) 2 1= +g x x   (5)باشند، مقدارf   را پیدا کنید 

3

3

( (2 1)) 3

( ) 2 1 ( (2 1)) 2 (2 1) 1 3

2 (5) 1 18 (5) 8.52 1 5 3

g f x x x

g x x g f x f x x x

f fx x

− = −

= +  − = − + = −

+ =  =− =  = 

‌
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 متفرقه  9
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 کاردرخانه  10
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 یادداشت  11
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‌
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 امیر وفائی  

‌اضی‌و‌تجربی‌متخصص‌هر‌دو‌رشته‌ری‌–مدرس‌ریاضیات‌دوره‌دوم‌متوسطه‌از‌پایه‌تا‌کنکور‌

‌طراح‌سوالات‌همه‌شاخه‌های‌ریاضی‌کانون‌فرهنگی‌آموزش‌)قلمچی(

 کنکور سراسری   26رتبه 

‌نفر‌اول‌دوره‌کارشناسی‌و‌کارشناسی‌ارشد‌مهندسی‌عمران‌دانشگاه‌صنعتی‌‌شریف‌

‌پذیرفته‌شده‌دوره‌دکتری‌مستقیم‌مهندسی‌عمران‌دانشگاه‌صنعتی‌شریف‌

‌اه‌صنعتی‌شریف‌از‌بدو‌تاسیس‌تا‌کنون‌رکوردار‌معدل‌دانشکده‌عمران‌دانشگ

‌1395و‌‌1394کسب‌عنوان‌دانشجوی‌نمونه‌دانشکده‌عمران‌و‌دانشگاه‌صنعتی‌شریف‌در‌سال‌

‌ترم‌استادیاری‌)دستیار‌استاد(‌در‌دروس‌مختلف‌تخصصی‌و‌عمومی‌دانشگاه‌صنعتی‌شریف‌‌10سابقه‌بیش‌از‌

 گذراندن دوره فرعی رشته ریاضی دانشگاه صنعتی شریف ‌

 تاد حل تمرین ریاضی  دانشگاه صنعتی شریف اس

‌به‌عنوان‌مشاور‌و‌مدرس‌ریاضی‌92)تیزهوشان(‌از‌سال‌‌1حضور‌در‌مدرسه‌شهیدبشهتی‌

‌تالیف‌کتاب‌تا‌کنکور‌با‌همکاری‌مدرسه‌تیزهوشان

‌درصدی‌در‌کنکور‌سراسری‌‌100در‌همه‌پایه‌ها‌با‌مشابهت‌‌100-100مبتکر‌برنامه‌های‌جمعبندی‌ویژه‌

‌هومی‌و‌متفاوت‌درس‌ریاضی‌منطبق‌بر‌برنامه‌دقیق‌تدریس‌و‌آزمون‌و‌برنامه‌تست‌آموزش‌مف

 مدرس رتبه های برتر )تک رقمی و دو رقمی( 
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