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 بخش اول، حد 1

 مفاهیم اولیه  1-1
 تعریف همسایگی  1-1-1

‌‌یک‌عدد‌حقیقی‌باشد،‌هر‌بازه‌ ‌‌xاگر‌‌همسایگی )نامحذوف( :

شامل‌‌ همسایگی‌‌‌‌xباز‌ یک‌ نامیم.‌‌‌xرا‌ اگر می‌  بنابراین‌

( , )x a bآن‌گاه‌بازه‌‌‌( , )a bیک‌همسایگی‌‌‌x‌.است‌
 مثال :

: محذوف  نقطه‌‌‌‌همسایگی  کنیم،‌‌‌‌xاگر‌ حذف‌ بازه‌ این‌ از‌ را‌

)مجموعه‌ , ) { }−a b xرا‌همسایگی‌محذوف‌‌xامیم.‌می‌ن‌‌

(2,8)‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌مثال : { } (2, ) ( ,8)6 6 6− =      
‌:  راستهمسایگی   ‌‌ بازه‌‌  0rاگر‌ صورت‌ این‌ در‌

( , )+x x r را‌یک‌همسایگی‌راست‌x‌‌‌‌‌‌.می‌نامیم‌
 مثال :

‌:  چپ همسایگی   ‌‌ ‌  0rاگر‌ صورت‌ این‌ بازه‌‌در‌

( , )−x r xرا‌یک‌همسایگی‌چپ‌‌x‌‌.می‌نامیم‌
 مثال :

 

بازه‌‌ (1 )اگر‌ 1, 3)− +x xمقادیر‌‌‌‌۲یک‌همسایگی‌‌‌‌ مجموعه‌ به‌دست‌‌‌xباشد،‌ را‌
 آورید.

 

 تعریف علمی  
):‌بازه‌‌‌aهمسایگی‌متقارن‌‌ , ) − +a aرایک‌همسایگی‌متقارن‌‌‌aبه‌شعاع‌‌‌.گویند‌

( ), : ( , ) : : 0      − + −  −   − N a x a a x a x a‌

‌باشد.‌می‌‌اع‌همسایگی‌یک‌عدد‌بسیار‌کوچک‌و‌مثبتدقت‌گردد‌که‌شع

 نزدیک به آن عدد اند! همسایگی یک عدد، دوست و رفقای بسیار  (1

)بازه‌‌ (2  را‌به‌شکل‌یک‌همسایگی‌نشان‌دهید.‌‌‌−(4,2

( ), ,
2 2

+ − 
    

 

x y y x
x x y x N‌
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 مفاهیم میل کردن 2-1-1
1- →x a‌‌:xبا‌مقادیر‌بیشتر‌و‌کمتر‌از‌‌‌‌aاشگردد.‌)فاصلهبه‌سمت‌این‌عدد‌نزدیک‌می‌‌‌

 می‌گردد‌یا‌به‌عبارتی‌‌در‌یک‌همسایگی‌این‌عدد‌قرار‌می‌گیرد.(‌‌کم

‌
‌aرفقای‌صمیمی‌‌‌–‌ی‌حدی‌!!‌a‌‌‌:aهمسایگی‌‌

۲- 
+→x a‌:xاز‌‌‌‌با‌مقادیر‌بیشتر‌‌aمی‌‌‌اش‌کمگردد.‌)فاصلهبه‌سمت‌این‌عدد‌نزدیک‌می‌‌

 بیشتر(‌‌a)‌‌این‌عدد‌قرار‌می‌گیرد.(‌راست‌گردد‌یا‌به‌عبارتی‌‌در‌یک‌همسایگی

3- 
−→x a‌‌:xکمتر‌از‌‌‌‌با‌مقادیر‌‌aمی‌‌‌‌اش‌کم)فاصله‌‌گردد.به‌سمت‌این‌عدد‌نزدیک‌می‌‌

 تر(‌کم‌a)‌این‌عدد‌قرار‌می‌گیرد.(‌‌چپ‌گردد‌یا‌به‌عبارتی‌‌در‌یک‌همسایگی

4- →+x‌‌:xباشد،‌نزدیک‌میگردد.‌به‌نهایت‌که‌یک‌مفهوم‌بسیار‌بزرگ‌میبی‌مثبت‌‌به‌‌‌‌

 تر‌است.‌از‌هر‌عدد‌مثبتی‌نیز‌بزرگ‌xعبارت‌دیگر‌

5- →−x:‌‌xباشد،‌نزدیک‌میگردد.‌به‌می‌‌نهایت‌که‌یک‌مفهوم‌بسیار‌کوچکمنفی‌بی‌‌به‌‌

 تر‌است.‌از‌هر‌عدد‌منفی‌ای‌نیز‌کوچک‌xعبارت‌دیگر‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌

‌
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 تعریف شهودی حد تابع  3-1-1

تابع‌
2 1

( )
1

−
= =

−

x
y f x

x
‌را‌در‌نظر‌بگیرید.‌‌

‌است؟هتعریف‌شد‌1آیا‌تابع‌در‌همسایگی‌

1
lim ( )
→x

f xحد‌تابع‌)مقادیر‌تابع(‌وقتی‌‌ چیست؟‌‌xبه‌‌‌‌

‌.‌1نزدیک‌می‌گردد‌و‌نه‌خود‌‌ 1 سمت

‌

1/1‌05/1‌001/1‌1‌‌999/0‌‌95/0‌9/0‌X‌

 ‌‌999/1‌‌95/1‌9/1‌Y؟‌1/۲‌05/۲‌001/۲

‌

 ‌‌‌‌‌ پس‌حد‌تابع‌برابر‌است‌با:

2

1 1 1 1

1 ( 1)( 1)
lim ( ) lim lim lim ( 1) 1 1 2

1 ( 1)→ → → →

− + −
= = = + = + =

− −x x x x

x x x
f x x

x x
‌

مقداری  (2 خود  حد  عدد  حاصل  دقیقا  برابر  حاصل  یعنی  است!  برابر    2حدی  بلکه   حدی  2نیست 
همسایگی    یک  یعنی  باشد،  رفقای    2می  و  دوست  از 2یا  پس  حد  حاصل  درسی  کتاب  صریح   متن  طبق  اما   .

 گردد!!!!شود و دقیقا برابر با عدد محاسبه شده فرض میمحاسبه بصورت یک عدد حقیقی و مشخص بیان می

‌‌‌0چند مثال حدی! (3 0.01 , 0 0.01 , 1 1.01 , 1 0.99 , ( 1) 1.01+ − + − −= = − = = − = − ‌

‌چقدر‌است‌؟‌‌‌x=2حد‌تابع‌در‌نقطه‌‌

‌

 B‌‌‌:VBBدبل‌‌Vپس‌استراتژی‌اصلی‌:‌ول‌بده‌بره‌:‌

‌‌وقتی‌می‌گوییم
1

lim ( )
→x

f x‌‌‌‌:دقیقا‌یعنی‌‌

‌

‌
‌
‌
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limتعریف حد   4-1-1 ( )
→

=
x a

f x L 

 
 دو مساله مهم از کتاب درسی 

 

‌
 ت تعریف حد چپ و راس 5-1-1

‌نزدیک‌شود‌حاصل‌حد،‌حد‌راست‌خواهد‌بود.‌a)از‌راست(‌به‌‌‌aبا‌مقادیر‌بیشتر‌از‌‌xهرگاه‌‌
 نزدیک‌شود‌حاصل‌حد،‌حد‌چپ‌خواهد‌بود‌a)از‌چپ(‌به‌‌aبا‌مقادیر‌کمتر‌از‌‌‌xهرگاه‌‌

‌
 تعریف‌حد‌چپ‌مشابه‌حد‌راست‌می‌باشد.‌

‌
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با‌رسم‌تابع‌ (3
2

3 1 , 1

1 , 1
( )

+ 

+ 


= 


x x

x x
f xمحاسبه‌نمائید.‌را‌‌زیر را حدود‌‌‌‌‌

                                                                                 
1

1

1

lim ( )

lim (

im

)

l ( )

+→

−

→

→

x

x

x

f

f

f

x

x

x    ‌

 قضیه بسیار مهم حد تابع  6-1-1
نقطه‌‌ در‌ تابع‌ دارد‌‌‌‌x=aحد‌ اگر‌وجود‌ تنها‌ و‌ در‌‌‌‌اگر‌ تابع‌ راست‌ و‌ عدد‌‌)‌‌موجود‌‌x=aحد‌چپ‌ یک‌
،‌دو‌‌‌‌x=aدر‌نقطه‌‌‌‌بر‌باشند‌.‌اگر‌حد‌چپ‌و‌حد‌راستو‌با‌هم‌برا‌‌‌(‌!نه‌بینهایت‌‌‌‌حقیقی‌مشخص

‌حد‌ندارد.‌‌x=aدر‌نقطه‌fمقدار‌متمایز‌باشند‌آن‌گاه‌تابع‌
فقط‌یک‌همسایگی‌وجود‌داشته‌باشد‌و‌یا‌هیچ‌همسایگی‌نداشته‌‌‌‌در‌نقطه‌مورد‌بررسی‌‌اگرپس‌‌

‌دامنه‌تابع‌وجود‌ندارند.دوست‌و‌رفقای‌آن‌نقطه‌در‌باشد،‌تابع‌در‌آن‌نقطه‌حد‌ندارد‌چون‌

 در قضیه قبلی نیازی به وجود خود نقطه حد گیری در دامنه نیست!  (4
صورت   (5 در  سپس  باشدو  می  حدگیری  نقطه  در  دامنه  چک  حد  محاسبه  در  اقدام  اولین  پس 

وجود دو همسایگی ،برابری دو حد چپ و راست و برابر شدن با یک عدد حقیقی مشخص مهم است )یکتا باشد و 
 متناهی نباشد!(نا

 محاسبه حدود مقدماتی  2-1
 روند کلی محاسبه حد  1-2-1

  VBBدامنه‌را‌کنترل‌کرد‌و‌استراتژی‌اساسی‌ابتدا‌باید‌
‌؟به‌محاسبه‌جداگانه‌ی‌حد‌چپ‌و‌راست‌داریم‌نیاز‌‌‌،زمان‌حالا‌چه

‌هر‌گاه‌نقطه‌حد‌گیری‌یکی‌از‌موارد‌زیر‌باشد:

صحیح‌کننده‌عبارت‌درون‌جزصحیح،‌ -1 2 1+x‌‌: 

x‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌2(x−1ریشه‌ساده‌درون‌قدرمطلق،‌ -۲ 1)− 

1ای،‌‌نقاط‌حساس‌توابع‌چند‌ضابطه -3
...... 1

.....
@

. 1




=



x

x
x‌

 xریشه‌ساده‌زیر‌رادیکال‌فرجه‌زوج،‌‌ -4

کسر،‌‌‌ریشه‌ساده‌مخرج‌ -5
1

1−x
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 مثال های اولیه   2-2-1

xحد‌تابع‌‌ (4  
 

− xرا‌وقتی‌‌xمیل‌می‌کند،‌بدست‌آورید‌‌۲به‌سمت‌‌‌

2

2

lim 2 2 2 2 0 0

lim 2 2 2 1 1 1

  
    

  
    

+

−

+ + + +

→

− − − −

→

− = − = − = →

− = − = − = →

x

x

x x

x x

‌

‌حدود‌زیر‌را‌محاسبه‌کنید‌‌ (5

1
2

1

1

0

55

1

1.

2.

3.

4.

5. 1

lim

lim

lim

lim

lim 1 1

li

1

6. m 1 1

lim (1 ) 1 5 1

 
 

 
 

→

→

→

→

→→

→

− −

− − =

= − − = − − =−

x

x

x

x

x x

x

x

x

x
x

x
x

x

xx

‌

تابع  (6 اگر 
2

2

( 2)

2

2







+ 

=

− 

=f

x a x

b x

x

x

x

نقطه    باشد،  حد    2  در  داشته 

a,مقادیر  b   .را بدست آورید 
 
 
 زیر را محاسبه نمایید حدود   (7

 
 
 
 
 
 
 
 

‌‌‌(،‌تابع‌حد‌ندارد‌مثل‌تابع‌x=12دقت‌کنید‌در‌نقاط‌منفرد‌)‌

7

88

8

10

12

15

( )

( ) ( )

( )

( )

( )

( )

lim

lim lim

lim

lim

lim

lim

−+

→

→→

→

→

→

→

=

= =

=

=

=

=

x

xx

x

x

x

x

f x

f x f x

f x

f x

f x

f x
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 مثال های ثانویه  3-2-1

‌حدود‌زیر‌را‌محاسبه‌کنید‌‌ (8

( )

2

2 2

2

2

1

3

2

1

4

3(1) 5(1m ) 4 12

: 4 3 0 ( 1

li (3 5 4. )

lim ( 3)

3 1

4

)( 3) 0 ,1 3

2. 3 (

i

3) 3 0

. l m

,

4
3

 
 

 



 

−

→

→

→

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

= − + =

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−

−

=



+ + =

− +   − +

+ +

+

+

−   = − f f

x

x

x

D x x x x D

x x

x x

x

0
0

0

0 00 : lim
00 lim

0

: 3: 3

)

4.

5

lim

cos( )
lim.

cos(

 



    

    
 

 


     



  






 

 





 

−

+

+ +
+

+

−

− −

→
→ →

→

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−



−

→ = = =

−−−−−−−−−−


  =

→

−

 → = =

exact
xx

x

x

x

x
x

x

x

xx
xx
x

x

x x

2

20

0

, cos( ) ( 1)

( 1)cos( )cos( ) 1lim
cos(3) cos(3)cos( ) cos( )

0 : 0 , 0 1

lim
3

6. lim
3









   
        

   
    

  
    






 


 

−

−

−

− +

+−

−

− −

→

→

→

= −

− −= = =

 →   =−

−−−− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−

−−−

= =−

−

x

x

x

x x

x

x

x x x x

x x

x

x x
x

20 0

( 1)( ) ( ) 1 1lim lim
0 3 3( )( 3)3− −→ →

− − −= = = =
−−−x x

x x
x xx x x

‌

‌
‌انید‌تابع‌را‌ساده‌کنید‌!می‌تو‌برای‌محاسبه‌حد‌تا‌جاییکه‌

2با توجه به نمودار زیر آیا حد روبرو وجود دارد؟ )تمرین(  (9 2

0
lim ( ) ( x )

x
f x f

→
+ −   

2 2

2 2

0

0 : 0 , 0

lim ( ) ( x ) (0 ) (0 ) 1 2 3

+ −

+ −

→

→ → − →

+ − = + = + =
x

x x x

f x f f f

‌
‌
‌

اثبات‌کنید‌که‌برای‌همین‌شکل‌داریم‌:‌‌
0

lim ( ) ( x) 3
→

+ − =
x

f x f‌
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 مساله خوفناک   سه  4-2-1

)اگر     (10 ) 10 4= −f x x  ل موارد زیر را بدست آورید.  حاص   شد با 

1

1

1 1 1

(2(1 ) 1) (3 ) 10(3 ) 4 30 4 26 26

26 26

l

l

im (3 ) lim 2

lim (2 1)

im (2 1)

lim (2 1)

−

−

− − −

− − − − −

−

 
       

 
  


 

 
 

→

→

→ → →

=

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

=

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

== + = = − −

=

+

=

−−−−

= →

=

+

=

=

−

+

=

exact

x

x x

x

x

A ff x

f

C

x A

x

f

f

B

f 6 25− 
  

=

‌

پس‌هر‌گاه‌جزصحیح‌بیرون‌باشد‌موجودی‌بی‌آزار‌است‌اما‌اگر‌درون‌حد‌باشد‌باید‌بسیار‌مراقب‌‌
‌:‌یعنی‌حاصل‌تابع‌را‌خیلی‌با‌دقت‌محاسبه‌کنید:‌‌DBAباشید‌و‌دست‌به‌عصا‌حرکت‌کنید:‌

 کمتر‌!!!‌‌‌شتر‌یاحدی‌است‌یا‌نه‌:‌اگر‌حدیه،‌بی
 

‌‌2حاصل (11

0
lim 2

+
 
  →

−
x

x xرا‌بدست‌اورید‌‌‌ 

2

0 0
lim 2 lim ( )( 2) (0 )(0 2) (0 )( 2) 0 1

+ +
+ + −

→ →

        
               

− = − = − = − = = −
x x

x x x x

 
با‌توجه‌به‌شکل‌‌)حد‌در‌توابع‌مرکب‌( (12

‌تابع‌حدود‌زیر‌را‌محاسبه‌کنید‌
‌
‌
‌
‌
‌
‌
‌

( 1)

2
( )
3

1

3

lim ( )

2
lim ( )

( lim ( ))

lim ( )

−

+

+

→ −

→

→

→

−

x

x

x

x

f x

f
x

f f x

fof x

‌

‌
 گیریم! یحساب نکنیم آروم نمرو  حد تا و  را به کار برید DBA و  VBBتوابع مرکب باید هر دوی در 
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 دو تابع خفن  3-1
 توابع  صحیح و غیر آن  1-3-1

)به‌فرم‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌ )
h( )

( )






=



g x x
x

f x x
 

نمید  عدد (6 را  !!حدی  گویا  یا  است  گنگ  عدد  انیم  است!! حدی    ولی  غیرصحیح  میدانیم   را 
 اصلا عدد نیست ( ایت که ز بینه)غیر ا  

‌در‌محاسبه‌حد‌این‌توابع‌در‌هر‌نقطه‌کافیست‌حد‌تابع‌غیرصحیح‌را‌مورد‌بررسی‌قرار‌دهیم
اما‌در‌بینهایت‌باید‌هر‌دو‌تابع‌مورد‌بررسی‌قرار‌دهیم‌چون‌بی‌نهایت‌یک‌مفهوم‌با‌اندازه‌بزرگ‌و‌‌

    !آن‌استنامشخص‌می‌باشد‌که‌نمیدانیم‌گنگ‌یا‌گویا‌یا‌صحیح‌یا‌غیر‌

تابع   (13 حد  اگر 
2

1
f( )

1







+


+
=


+

x a
x

x
x

ax
x

x

با     برابر  یک  طول  به  نقطه    -1در 

 چقدر است ؟   3باشد، حد تابع در نقطه  
 
‌

تابع‌‌ (14 3اگر‌ 1 ;
( )

2 ;





+ 
=

+ 
x x z

f x
x x z

مقدار‌‌‌‌ باشد‌
4

lim ( )
→x

fof xبدست‌‌‌ را‌

‌آورید‌

4
lim ( ) ( 4) (3 ( 4) 1) ( 13)

( 13) 3 ( 13) 1 40 40
→

= =  + =

=  + = →
x

fof x fof f f

f
‌

5اگر‌تابع‌‌ (15 ;
( )

3 ;






=


x z

f x
x z

باشد‌مقدار‌‌
1

lim ( )
→x

fof xرا‌بدست‌آورید‌‌‌

‌

)اگر‌تابع‌‌)تمرین( (16 )    
   = + −f x x xباشد‌حدود‌زیر‌‌را‌بدست‌آورید‌‌‌‌

1

1

( 1)

( 1 ) 0

lim ( ) ?

lim ( ) ?
→

→

=

=

= −

− == exact

x

x

f x

fo x ff
‌

مقدار‌ (17
1( )

10

1
lim
−→

 
 
 −x x

‌را‌محاسبه‌کنید‌‌‌

1 1 1 1
( ) 10 10
10 10

x x
x x

−  
 
 

− −
→    −  = −‌
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 بع جزصحیحتوا 2-3-1
)در‌توابع‌به‌فرم‌‌ ) 

 
f xدر‌نقاطی‌که‌درون‌جزصحیح‌،‌صحیح‌گردد‌تابع‌حد‌ندارد‌مگر‌آنکه‌نقطه‌‌‌‌

 نسبی‌باشد)قله‌ودره(‌‌minیا‌‌maxمورد‌بررسی‌

‌
          

فرم‌‌  به‌ )توابع‌ ) ( ) 
 g x f xکه‌‌‌‌ نقاطی‌ )در‌ )g xبرا‌‌ صفرحد‌ با‌ یا‌‌‌بر‌ صحیح‌ از‌ فارغ‌ دارد،‌
‌(نجات‌عامل‌صفر)‌دارند.‌‌‌0حد‌برابر‌‌،‌غیرصحیح‌شدن‌جزصحیح

22توابع   (18 , ,         
x x x x    در فاصله(  در چند نقطه حد ندارد؟   −3,3(

9

2 2

2 3 3
2 2

6 6 : { 5, 4, 3, 2, 1,0,1,2,3,4,5}

5 3 1 1 3 5
{ , 2, , 1, ,0, ,1, ,2, } 11

. ( ) 2

. ( )

2 2 2 2 2 2




−




 
  

 =   = −  

−   = − − − − −

− − −

−

= − −

=

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−− −−−−−−

=



 =   =

A
k k

x k x

k k

x points

x

f x x

B f x x k x k

, 8, 7, 6, 5, 4 , 3, 2, 1, 0− − − − − − − − , 1, 2, 3, 4, 5, 6 , 7, 8, 9 2 8 16 int

. ( )





 =

 

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

=

po s

C f x x x

 

 حدود زیر را محاسبه کنید   (19

2

0
0

1

.

lim

sin( ) 1 sin

2 i

( ) 1 1 0
2 2

5 5
tan( ) tan(

sin( )

5
l m tan( ))

4

.

1
44





 

 

+ −
− − −

− −

+

→

+→

 




 
 

 




   
  


  

 


 

−−−−−−−−−−−−−−−−−

=

+

=  =

= = = =

x

x

x

x
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 کمتر بیینید !   xتا می توانید درون جزصحیح را ساده تر کنید یعنی  

)sin:                            یک فرمول خفن مثلثاتی   ) cos( ) 2sin( )
4


 = x x x 

حد    )تمرین(  (20
2

lim sin( ) cos( )


 
 →

+
x

x x    را محاسبه کنید 

2

lim sin( ) cos( ) 2 sin( )
4

3 3 2
sin( )

2 4 4 4 2

2 2
: 2( ) 1 : 2( ) 1

2 2 2 2

x

x x x

x x





   

 

→

− ++ −
− +

 
 
   

 

   
          
      

+ = +

+ = =

→ = → =

 

 

 نمائید.‌حاسبه‌‌حدود‌مهم‌زیر‌را‌م‌‌‌‌ (21
2

20
1) lim

2

1 1 1
2) lim 3) lim 4) lim

 
 
  

   
   
   

→

→−

+

−−−−−−−−−−−−−−−−−−

→− →−

x

x

x

x

x x xx x

 

تابع‌‌ aبه‌ازای‌کدام‌مقدار‌‌ (22   1+ +a x xحد‌دارد؟‌‌‌1در‌‌‌‌‌
 
 

2حد تابع   (23 4 3y x x = − +
 

2را در     , 4→ →x x   .بررسی نمائید 

2

4

2

2

2

2

2

2

2

2

2

4

4

2

2

,

lim ( 2) 1

( 0) 1 0 1 ( 1) 1

lim ( 2) 1 2 1 3 3

lim

lim 4 3

lim 4 3

4 3 ( 1)( 3) 1

( 2 1

4 3 (

)

2)

+

−

 
 
 

     
         

    
 

 
 
 

 





 


      







→

+ +

→

+ +

→

→

→

− − =

− = − =

−

− =−

− − =

− +

+

− + = −

−

=

−

− =

→

− −

+− −

=

=

x

x

x

x

x

x

x

x x x

x

x

x

x

x

x

x

x

x

2

2

4

2 1 3 2

lim 4 3






   
        

 
 
 

− −

→


→

== − = =

− + =
x

x x

بیشتر     1ای تابع بخواهد می توانید از تجزیه استفاده کنید مثلا  ریشه ه اگر در  
 )متفرقه( 

   + نکته استفاده از تابع صعودی و نزولی + یک مساله متفرقه  
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 قضایای حد   4-1
 کتاب طور  1-4-1
 حد‌یک‌تابع‌ثابت‌برابر‌همان‌مقدار‌ثابت‌می‌باشد.‌ .1
 باشد.(‌برابر‌طول‌نقطه‌حد‌گیری‌میf(x)=xحد‌تابع‌همانی‌) .۲
 باشد.‌ای‌در‌هر‌نقطه‌برابر‌مقدار‌تابع‌در‌آن‌نقطه‌میابع‌چند‌جملهیک‌ت‌دح .3
4. lim ( ) k lim ( )

x a x a
k f x f x

→ →
 = ‌ 

 )+‌بحث‌صفر‌نشدن‌مخرج!(‌‌ حد‌داشته‌باشند:‌x=aدر‌‌g و‌‌‌ fاگر‌ .5

lim ( ))( )

lim ( ) ( ) lim ( ) lim ( )

1 1
lim

( ) lim ( )

lim ( ( )) ( lim ( )) lim ( ( )) ( lim ( )) →

→ → →

→
→

→ → → →

 

 = 

 

=

= = x a

x a x a x a

x a
x a

g xn n g x

x a x a x a x a

f x g x f x g x

g x g x

f x f x f x f x

‌

حاصل حد      (24
2

1

3 1
lim

4 1→

+ −
+x

x x
x

 د. را به کمک قضایای بیان شده پیدا کنی   
2 2

2

2

1 1 1 1
1

1 1 1

1 1 1

1 1

lim 3 1 lim lim 3 lim 1
3 1

lim
4 1 lim 4 1 lim 4 lim 1

( lim ) 3 lim lim 1
1 3 1 3

4 lim lim 1 4 1 5

→ → → →
→

→ → →

→ → →

→ →

+ − + −
+ −

= = =
+ + +

+ −
+ −

= =
+ +

x x x x
x

x x x

x x x

x x

x x x x
x x

x x x

x x

x

 

‌چند‌قضیه‌مثلثاتی‌‌ .6

22

0
2

0 0

lim cos( ) cos(a) lim sin( ) sin( )

lim sin( ) 0 lim cos( ) 1

lim tan( ) , lim tan( )

lim tan( ) , lim cot( )

x a x a

xx

xx

x x

x x a

x x

x x

x x





−+

→ →

→→

→→

→ →

 

= =

= =

= − = +

= =

‌

‌
 کنکور طور  2-4-1

                                                                        ‌انتقال حد
0

lim ( ) lim ( )
x a x

f x L f x a L
→ →

=  + = 

f(xداشته باشم    yو  xبه ازای هر    f(x)اگر برای تابع   (25 y) f(x)f(y)+ و بدانیم    =
 کدام است؟   x=2می باشد ، حد تابع در    1حد تابع در صفر برابر  

2 0 0

2

0

lim ( ) lim ( 2) lim ( ( ) (2))

(2) lim ( ) (2) (1 1) (1)

x x x

x

f x f x f x f

f f x f f f

→ → →

→

= + = =

= = + =
‌
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 توابع‌زیر‌در‌نقطه‌داده‌شده‌حد‌ندارند::‌‌‌‌‌‌توابع متناوب در بی نهایت حد ندارند

0 0

1 1
lim sin( ) lim sin( ) lim cos( ) lim cos( )

x xx x
x x

x x→ →→ →
‌

‌نامشخص‌حد‌ندارند.‌‌ماهیت‌به‌طور‌کلی‌توابع‌متناوب‌در‌بی‌نهایت‌به‌علت
 قضیه معروف صفر ضربدر کراندار 

اول‌از‌همه‌به‌چه‌تابعی‌کران‌دار‌گویند‌؟‌به‌تابعی‌که‌مقادیر‌عرض‌آن‌)برد(‌محدود‌باشد‌یعنی‌به‌
‌!‌‌مثل‌‌‌نرودسمت‌مثبت‌یا‌منفی‌بی‌نهایت‌

‌
‌

دار‌باشد)چه‌حد‌داشته‌باشد‌چه‌نه(‌و‌‌انکر‌‌aدر‌یک‌همسایگی‌محذوف‌‌g(x)اگر‌تابع‌بیان‌قضیه‌:‌‌

limبدانیم‌ ( ) 0
x a

f x
→

lim:‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌خواهیم‌داشت‌‌= ( ) (x) 0
x a

f x g
→

= 

‌را‌پیدا‌کنید.‌‌‌زیرحاصل‌حدود‌‌ (26

0

0

1
lim sin( )

1
lim sin( 0

sin( )

( 0)(sin( )) ( 0)( 1 ..?. 1)) .

x

x

A
x

B x
x

→

→

=  =

=  = − = 

= 

=

‌

‌

 )حد را فهمیدیم یا نه ؟!( چند مثال ترکیبی   5-1
‌

‌محاسبه‌کنید‌‌یر‌را‌حدود‌ز‌ (27
2

0

2

0

2 5 ; 0; 0
( ) , ( ) lim ( ) ?

4 ; 01 ; 0

; 0 2 5 ; 0
( ) , ( ) lim ( ) ?

4 ; 01 ; 0

x

x

x xx x
f x g x gof x

xx

x x x x
f x g x gof x

xx

→

→

 
 
 

    


+ 
= = → =

==

 + 
= = → =

==

‌

‌
‌

تابع‌‌‌‌)تمرین(  (28 دهید‌ 2نشان‌ ; 0
( )

1 ; 0

x
f x

x






=


تابع‌‌‌‌ ولی‌ ندارد‌ حد‌ صفر‌ در‌

( )fof x‌‌!در‌صفر‌حد‌دارد‌‌
‌
‌
‌
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 اعمال روی توابع  ماجراهای حد و   6-1
fبع‌‌اه‌توادر‌نقطه‌ای‌حد‌داشته‌باشند‌آنگ‌ gو‌fالف(‌اگر‌دو‌تابع‌ g‌‌.نیز‌حد‌دارند‌

fب(‌اگر‌یکی‌از‌دو‌تابع‌حد‌نداشته‌باشد،‌توابع‌‌ gحد‌ندارند‌و‌تابع‌‌‌f g‌.امکان‌دارد‌
fج(‌اگر‌هردو‌در‌این‌نقطه‌حد‌نداشته‌باشند،‌توابع‌‌ gد‌داشته‌باشند.‌انند‌حمی‌تو‌‌

نیز‌در‌آن‌‌ fدر‌نقطه‌ای‌حد‌داشته‌باشد‌آنگاه‌تابع‌ fد(‌ماجرای‌قدرمطلق‌یک‌تابع‌:‌اگر‌تابع‌‌‌‌

در‌آن‌نقطه‌شاید‌حد‌داشته‌‌ fدر‌نقطه‌ای‌حد‌نداشته‌باشد‌تابع‌‌fنقطه‌حد‌دارد‌.‌اما‌اگر‌تابع‌
‌باشد‌یا‌نداشته‌باشد.‌

‌مثال‌از‌دو‌تابعی‌که‌یکی‌حد‌دارد‌و‌یکی‌حد‌ندارد‌‌:
, @

*

) 0( )

*

(f x x

f

x x g x

g gf

  

 =+ =

== =‌

‌
‌

‌مثال‌از‌دو‌تابعی‌که‌حد‌ندارند‌:‌‌

@ 0

@ 0

1 ; 0 1 ; 0
( ) , ( )

1 ; 0 1 ; 0

1 ; 0 2 ; 0

0

( ) , ( )
1 ; 0 1 0

0 ; 0

0 ;

3 ; 0

; 0 ; 0

x x
f

x

x
f g

x

x

x

x

x

x g x
x x

x
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 مثال از داستان قدر مطلق

 

‌‌gدارای‌حد‌متناهی‌باشد‌و‌‌‌‌aدر‌‌‌‌fمفروض‌باشند‌و‌‌‌‌Rمنه‌‌با‌‌دا‌‌ g و‌‌fاگر‌دو‌تابع‌‌ (29
 حد‌ندارد؟‌‌aفاقد‌حد‌باشد‌آنگاه‌کدام‌یک‌از‌توابع‌زیر‌قطعا‌در‌
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 چند تمرین مهم  7-1

 حدود‌زیر‌را‌بررسی‌کنید‌‌‌‌ (30
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
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,2پس‌دو‌نقطه‌‌ ‌جواب‌اند‌.‌‌3
هرگاه‌بخواهیم‌در‌یک‌بازه‌به‌سوال‌مشابه‌جواب‌دهیم‌)در‌جمع‌‌و‌تفریق‌چند‌تابع(‌باید‌ابتدا‌نقاط‌‌

در‌نقاط‌غیر‌مشترک‌حد‌‌خود‌آن‌تابع‌حد‌ندارد‌را‌مشخص‌نمود‌و‌آنگاه‌‌‌‌‌ابع‌که‌موجود‌در‌بازه‌هر‌ت
‌دقیقا‌مشابه‌مثال‌بالا‌نقاط‌مشترک‌باید‌بررسی‌کنیمدر‌‌و‌نداریم

‌
‌

‌طوری‌مثال‌بزنید‌که‌در‌شرایط‌زیر‌صدق‌کنند‌!‌‌gو‌‌fدو‌تابع‌ (32

f۲در‌‌‌=xفاقد‌حد‌است،‌و‌‌‌g2=در‌‌‌‌‌xحد‌دارد‌و‌‌‌f

g
‌‌حد‌دارد.‌‌x=‌‌۲در‌

‌
‌
‌
‌
‌

 تمارین و موارد بیشتر در متفرقه  
‌
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 حد صفر، صفرم !  8-1

اگر‌در‌محاسبه‌حد‌به‌یکی‌از‌حالات‌‌
0

, ,0 ,
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  − 


برخوردید‌حاصل‌حد‌را‌مبهم‌می‌گویند‌‌‌‌

صورت‌‌‌‌بدین‌معنا‌که‌با‌عملیات‌صورت‌گرفته،‌نمی‌توان‌حاصل‌حد‌را‌مشخص‌کرد‌و‌باید‌رفع‌ابهام
گیرد‌تا‌پاسخ‌حد‌بدست‌آید.‌حال‌هر‌کدام‌از‌موارد‌فوق‌را‌جداگانه‌مورد‌بررسی‌قرار‌می‌دهیم‌و‌‌
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البته‌در‌سال‌یازدهم‌فقط‌به‌بررسی‌ابهام‌‌
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‌م‌می‌خوانیم.‌دوازدهمی‌پردازیم‌و‌سایرین‌را‌در‌سال‌‌

 دقیقا صفر، صفرم به چه حالتی می گویند ؟؟  بد نسیت بدانیم
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2

2

)
0

4
lim

16

( 4
lim)

44

xx xx

xx x

−
=

−

−
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‌بسیار‌مهم‌می‌پردازیم
 چند جمله ای   1-8-1
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 رادیکالی + هم ارزی   2-8-1
‌یاد‌آوری‌:ایده‌اساسی‌استفاده‌از‌مزدوج‌می‌باشد.‌
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   بیان هم ارزی کم توان با یک مثال + مفهوم آن !
؟ یعنی‌چی‌ ارزی‌ از‌یک‌صورت‌‌‌‌هم‌ استفاده‌ یعنی‌ و‌ تقریب‌است‌ به‌معنای‌ ریاضی‌ در‌ ارزی‌ هم‌

‌پیچیدهساده‌تر‌بجای‌یک‌ظاهر‌
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‌بعضی‌اوقات‌میشه‌ایده‌های‌جالبی‌رو‌ب‌کار‌برد‌.‌تمرین‌زیر‌را‌کار‌کنید‌‌

حاصل‌حد‌‌‌)تمرین ( (37
3

2

1 1
lim

2x

xx
x→

− −−
−

‌را‌بدست‌آورید‌‌

.........
3

3

3

3

3

3 3

2 1 1

1 1 1 1li i

1 1

i

, 1

m l m l m
12 2 1x t t

x

x t t

t

t

t

t x t

x t t
x

= =
→ → →

− − +



−=

− = = + →

+

− − −
− − −

‌

‌
د‌.‌با‌برنولی‌و‌‌نیز‌حل‌می‌شو‌‌)اشک‌ها‌جاری‌می‌شود‌!(‌این‌سوال‌با‌برنولی‌و‌هوپیتال‌و‌تشریحی‌‌

هوپیتال‌سعی‌کنید‌بنویسید‌.‌برای‌برنولی‌دقت‌کنید‌که‌زیر‌رادیکال‌در‌نقطه‌حد‌گیری‌برابر‌یک‌می‌‌
‌باشد‌و‌با‌ایده‌تغییر‌متغیر‌بیان‌شده‌در‌نکته‌بمبی‌بالا‌بسادگی‌حل‌می‌شود‌!

‌
‌

 چند مورد در متفرقه 
‌
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 مثلثاتی   3-8-1

 حدود زیر را محاسبه کنید   (38

2

2 2 2

2

c

1

( ) : ( ) : os 0 : cos cos
2 2

cos cos 1 1
lim

i

lim lim
sin 2 2

)

s

sin
lim

1 cos

cos
l

s

)

2 im
s n

c

2

in o 2sin 2

0

( ) ( ) ( )

( )
x x x x x

x x

x x x

x

x

x

x

xx x x

x

x

  



 

+

+

+ +

+

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −− − − − −

− − − − − − − − − − − − − − − − −

→   = −

−

−

− −
= = =

→ → →

→

→

4

2 2 2 2

3 3

4 4

3 3

4

3

4

cos sin cos sin
lim lim

cos sin cos
1

sin sin

sin (cos sin )(cos sin ) 2 2 2
lim lim sin (cos sin ) ( ) 1

si c

cos 2
lim

1 c
3

n os 2

)
o

2

t

2

x x x

x x

x

x

x x x x

x x

x x

x x x x x
x x x

x

x

x

 







→

→

→ →

→

−

− −
= =

+
+

− +

−

− − − − − − − − −

−

−

−
=

− − − − − − − − − −

=
+

= − =

− − − − − − −

+

−

−

− − − −

2

?4)
1 sin

lim
cos

x

x

x
→

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −


−

=

‌

‌

)سوال‌بالا‌را‌با‌تغییر‌متغیر‌و‌روابط‌دو‌برابر‌کمان‌حل‌کنید‌ 0) , ( )
2 2

x t x t
 

− = → = +‌‌

‌حد‌زیر‌را‌محاسبه‌کنید‌‌ )تمرین(‌ (39

4 4 4 4

sin cos
l

2

sin cos sin cos 2
lim lim lim cos

sin sin cos
1

n 1

cos o

im

c s

ta

x x x x x x
x

x

x

x x x

x
x xx x

  

− −
= = = =

−
−

−

− → →→ →
‌

‌
 مثال های خفن  4-8-1

 )دومی تمرین(   نمایی و لگاریتمی 

2

(2

2
2

2

) 2 2

2

2

4 1 1 ( 1)( 1)
lim lim lim lim ( 1) 1 1 2

1 12 1

1

2

1) 2 1 4 2 (2 )

2

4 1
lim

2 1

l

2

) im

0

0 1 1 1

x

x x x

x

x

x

x

x
x

x

t t

Log

t t t
t

t t

Log

x t

x

t t

→

− − − +
= = = + =

−

−

− − − − − −

+ =
− −−

− − − − − − − − − − − − −



−−−− − −

= → =

−

−

= =

=

→ → → →

→

‌



‌یازدهم‌ریاضی‌
 ‌رشته‌ریاضی‌و‌تجربی‌‌حد‌و‌پیوستگی

 

 
۲۲ 

 م و کنکوری یک ماجرای مه

limگر‌‌ا
x a

f

g→
limموجود‌باشد‌و‌‌‌ 0g

x a
=

→
limآنگاه‌حتما‌‌ 0

x a
f

→
=‌‌ 

‌خلاصه‌مفید‌:‌مخرج‌صفر‌شد‌در‌نتیجه‌صورت‌هم‌صفر‌است‌و‌برعکس‌

اگر‌‌ (40
2

2

4
lim

11

x ax
b

xx

+ +
= 

−→
aباشد‌،‌حاصل‌ b+است‌؟‌‌چقدر‌ 

‌
‌
‌
‌
‌

اگر‌بدانیم‌‌ (41
2

2 3
lim

211

ax b

xx

+ −
=

−→
b،‌آنگاه‌حاصل‌‌‌ a−چقدر‌است‌؟‌‌

2     ‌چون‌مخرج‌صفر‌می‌شود‌در‌نتیجه‌صورت‌هم‌صفر‌: 0 4a b a b+ − =  + =‌

1

1
2

2

1
2

1
( )2 0 2lim lim

0 21

1 1 1 1 3
( ) ( ) 12 4 8

4 4 4 2 2( )

1 1

a ax bax b
HP

xx

a a b a a a b a
a b

x x

=

−

−

++ −
=  =

−

+ = = → = → = − = −
+

→ →‌

 )اولی تمرین( مثال جالب   2

اگر‌‌ (42
3

2

1
( )

4 3

x
f x

x x

+
=

+ +
limد،‌حاصل‌باش‌ (cos )f x

x →
‌را‌بدست‌آورید‌‌

3 3 23 3

2 2 3 2 3( 1) ( 1)

3

3

3 32 2 3( 1) (

1)

1)

(

1
1 1

lim lim
4 3 4 3 1

1 1 1 1 1
lim lim

( 1)( 3) ( 3) 6

lim (cos ) lim (cos( )) ( 1) lim (

( 1) 1 0

)

1 1

x x

x x

x

x
x x x

x

x

x x x x x

x

f f

x

f f x

x
x x x x x

x x


 

+

+

+ +

+

→ − → −

→ −

+

+

→

−

−

→
= =



−

+
+ − +

 
+ + + + − +

+
= 

−

= =

=  =
+ + ++ −

+ 

+

−

→ →

‌

‌حد‌زیر‌را‌محاسبه‌کنید‌‌ (43

4 3 2 10

(1 4 )(1 3 )(1 2 )(1 ) 1
l

0
(1 ) (1 ) (1 ) (1 ) 1 (1 ) 1 (1 10 ) 1 10

lim lim lim 1

im

0 0

0

0

x x x

x

x x

x

x x x x x

x x x xx x x

x

+ + +
=

+ −

+ − + −

+

+ −

+

= =

+

→ → →

→‌

‌
‌حل‌تشریحی‌چطور‌؟؟؟‌باید‌ضرب‌کنید‌اما‌می‌توانید‌این‌کار‌را‌هوشمندانه‌انجام‌دهید!

‌
‌

 مثال های بیشتر در متفرقه
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 ، پیوستگی  2بخش  2

 عریف ت 1-2
xدر‌نقطه‌‌‌fگوییم‌تابع‌ a=پیوسته‌است‌هرگاه‌‌‌lim ( ) ( )

x a
f x f a

→
‌باشد.‌=

‌پس‌باید‌شرایط‌زیر‌برقرار‌باشد‌‌
 و‌دوست‌و‌رفقاش‌در‌دامنه‌باشند.‌‌aدر‌دامنه،‌یعنی‌خود‌‌aوجود‌همسایگی‌نامحذوف‌‌ (1
 قدار‌تابع‌در‌آن‌نقطه‌و‌برابری‌با‌موجود‌حد‌حقیقی‌در‌نقطه‌مورد‌نظر‌ (۲

 چرا کلمه پیوستگی انتخاب شده؟؟!! 
 

 
 
 
 
 
 

 پیوستگی یک طرفه 
xدر‌نقطه‌‌‌fگوییم‌تابع‌ a=پیوسته‌راست‌است‌هرگاه‌‌‌lim ( ) ( )f x f a

x a+
=

→
‌باشد.‌

xدر‌نقطه‌‌‌fگوییم‌تابع‌ a=ست‌هرگاه‌‌‌‌‌پیوسته‌چپ‌ا‌lim ( ) ( )f x f a
x a−

=
→

‌باشد.‌

 بررسی تعاریف با یک مثال 

‌
‌

xاین‌تابع‌در‌نقطه‌‌ a=‌‌.پیوسته‌است‌‌،‌

xاین‌تابع‌در‌نقطه‌‌ b=‌‌،پیوسته‌است‌ولی‌حد‌دارد.‌نا‌

xاین‌تابع‌در‌نقطه‌‌ c=‌‌،ی‌از‌چپ‌پیوسته‌است‌.‌‌پیوسته‌است‌ولنا‌

xاین‌تابع‌در‌نقطه‌‌ d=‌‌،پیوسته‌است.‌ناپیوسته‌است‌و‌همچنین‌از‌چپ‌و‌از‌راست‌نا‌

xاین‌تابع‌در‌نقطه‌‌ e=‌‌،پیوسته‌است‌ولی‌از‌راست‌پیوسته‌است.‌‌نا‌
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 مثال های اولیه 2-2

تابع   (44 آیا 
2 1 1

3
)

1 1
(f

x x

x x
x








=

+

−
کنیم که    1در     نه چه  اگر  پیوسته هست؟ 

 باشد؟ 
 

اگر تابع   (45
1

3 3 1
)

1

(f
xx x x

x

a x

x






    









+ 

=

  aپیوسته باشد، مقدار     1در      =

 چقدر است؟ 

1 1

1 1

1 1
lim ( ) lim 3 3 3(1) 3(1) 1 3 1 3(1) 0 3 3

1

1 1
lim ( ) lim 3 3 3(1) 3(1) 1 3 1 3(0) 3 0 3

1

x x

x x

f x x x x
x

f x x x x
x

+ +

− −

+ −
+→ →

− +
−→ →

                  

                  

= + = + = + = + =

= + = + = + = + =

 

46)   
0

( 0)

x x
x

x
a x

f x







−

=

=     پیوسته هست، مقدار  در مبداa م است؟ کدا 

( )
0 0 0 2

x x x x
x x

x x
+ −− − −

→ = = → = = 

تابع    aمقدار  (47 که  کنید  پیدا  چنان  2xرا  x a x     
نقطه  ،    + ،    =1xدر 

 پیوسته باشد؟ 
 

 

تابع (48   اگر 
2

; 3
( ) 3

; 3

x x a
x

f x x

b x







+ −


= −

=

نقطه   3x  در  راست    = پیوسته 

a, ادیرباشد، مق b  را بیابید 
در نقطه   تابع  راست  یعنی    3باید حد  تابع  با مقدار  و چون مخرج صفر می    bبرابر  باشد 

23                شود پس صورت هم باید صفر باشد . داریم :  3 0 12a a+ − =  = 
2

3 3

( 3)( 4)12
lim lim 4 7

33x x

x xx x
x b

xx+ +→ →

− ++ −
= = + = =

−−
 

 
درس  کتاب  در  ما  کار  حیطه  تا  در  کنکور  و  فقط  ی  باشد  نشده  پیدا  جزصحیح  کله  و  سر 

ک  دقت   . پیوستگی  برای  هستیم  دامنه  تارگت  نی نگران  جدید  نظام  کتاب  در  که  م 
بررسی   نقطه  به  نقطه  بصورت  پیوستگی  و  هست  حقیقی  اعداد  مجموعه  کل  پیوستگی 

 می شود  
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تابع (49 ناپیوسته  )22  نقاط  ) x xf x − تعر   =− دامنه  در  بدست  را  تابع  یف 
 آورید  

22 2 0 2 1 2,12( ) x x xx xf x  
 

 − −   −    −− −=‌

8)   (( بردن  کار  به  بدون  بالا  مساله  پاسخ  جدید  نظام  تابعدر  تعریف  دامنه  طنز    در  جواب   بیشمار (( 
 . می باشد

تابع   (50
2

1

3
( ) x

x ax a
f x +

+ + +
=   . است  پیوسته  حقیقی  اعداد  مجموعه  در 

 را بیابید  aمجموعه ی  مقادیر  
‌
‌

  نقاط ناپیوسته تابع (51
2 2

2

; 2
( )

2 ; 2

x x x
f x

x x x

 




=
+

 را تعیین کنید    

2مجموعه‌جواب‌نامعادله‌‌ 2x x 0به‌صورت‌‌ 2x می‌باشد‌،‌پس‌داریم‌‌‌
2 ; 2, 0

( )
2 ; 0 2

x x x
f x

x x

 




=

+  
‌

‌فقط‌نگران‌نقاط‌مرزی‌هستیم‌که‌‌
‌
‌
‌

 چند ضابطه ای  پس برای توابع  
 

‌وقتی‌پیوسته‌است‌که:
 تک‌تک‌ضابطه‌ها‌در‌دامنه‌اختصاصی‌خود‌پیوسته‌باشند.‌‌‌ -1
‌در‌نقاط‌حساس‌نیز‌باید‌بررسی‌پیوستگی‌صورت‌پذیرد. -۲

 یک تمرین باحال  

اگر‌‌‌ (52
3 12

1

( )
3

1
1

a
x

x a
f x

a
x

x

−
 −

= 
 
 +

 کدام‌است‌؟‌aپیوسته‌باشد،‌مقدار‌‌‌Rروی‌

‌x=1پیوستگی‌دربررسی‌

11

2

3 3 12
lim ( ) lim ( ) (1)

2 1

2 / ..1 33
8 0

2 3/ ..

xx

a a
f x f x f

a

a a a

−+ →→





−
= =  =

−

− 
+ − =  = →

−

 

1کنترل مخرج ها حتما باید   1 , 1a−         
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 جزصحیح  تابع لعنتی 3-2
‌مقدمه‌:

)‌شکل‌مقابل‌نمودار‌تابع )f x x  =است‌همان‌طور‌که‌میبینیم‌‌‌
پیوسته‌است‌‌سایر‌نقاط‌نا‌و‌درپیوسته‌است‌‌−این‌تابع‌روی‌‌

‌البته‌پیوستگی‌راست‌دارد.
‌کلا‌هر‌وقت‌داخل‌جزصحیح،‌صحیح‌شود‌این‌تابع‌عصبی‌می‌شود‌

‌
)فرض‌کنید‌تابع‌‌ )f xدر‌نقطه‌‌‌‌x a=پیوسته‌است‌و‌در‌یک‌همسایگی‌‌‌‌aتعریف‌شده‌باشد‌و‌‌‌‌

)به‌شکل‌‌‌gمچنین‌تابع‌ه ) ( )g x f x 
 

‌تعریف‌شده‌باشد‌.‌داریم‌:‌‌=

)‌‌اگر‌ )f a تابع‌‌‌‌،( )g xدر‌نقطه‌‌‌x a=پیوسته‌است‌‌‌‌
)اگر‌ )f a تابع‌‌‌‌،( )g xنقطه‌‌در‌‌x a=پیوسته‌است‌مگر‌اینکه‌نا‌fباشد‌.‌‌درهدر‌آن‌نقطه‌‌‌

‌قله‌=‌ماکسیمم‌نسبی‌‌‌‌‌‌‌دره‌=‌مینیمم‌نسبی‌‌‌
‌در‌حالتی‌که‌داخل‌جزصحیح،‌صحیح‌می‌شود‌داستان‌داریم‌و‌در‌قالب‌یک‌جمعبندی‌

‌)نجات دره(ابد‌و‌پیوسته‌می‌شود‌یاگر‌دره‌باشد‌نجات‌می‌‌
‌ته‌است‌ولی‌حد‌دارد.‌پیوسناه‌باشد‌اگر‌قل

است،‌‌‌‌صعودی‌اکید‌‌fپیوسته‌است‌و‌اگر‌بدانیم‌تابع‌‌نااگر‌دو‌حالت‌بالا‌نباشد،‌یعنی‌در‌سایر‌موارد،‌‌
‌(پیوستگی‌چپ:‌‌‌نزولی‌اکیددارد‌‌)‌پیوستگی‌راست‌gتابع‌

 :   فهم بیشتر 
 

 

 آورید تعداد نقاط ناپیوستگی توابع زیر را در بازه داده شده ، بدست  (53
2( 2 1) 2 2 2

2 2 4 4 3, 2, 1,0,1,2,3
2 2

3 1 1 3
:{ , 1, ,0, ,1, }

2 2 2 2 2

2 0 2 3 1,2

1 2 2 1 ,

(

. 2

2

2.

2

( 2,2)

, 0,3)
2

k

x x

x
x

x

x k z

x x

k k
x k k

x

x
k z x k k k

        





 

 

 


 − + = − + 

 = −  −  −  −  

−



−

− = 

−−−−−−−−−−− −

− + 

= − − −

=



− − − −

−−



−− −−− −



= → = →   → =

−
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2

23. , (

03, 2, 1,

2,2)

x k

x x

x k

 
 



= → =   − −

−

−

( )(

,

4 sin ) 0

1, 2,

,

3

2. x x  
 

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−



+

 

 نجات عامل صفر  
 به‌مثال‌زیر‌توجه‌کنید

)پیوستگی‌توابع‌ )f x x  =و‌‌‌( ) ( 2)g x x x 
 = 2xرا‌در‌‌‌− ‌بررسی‌کنید‌‌‌=

2

2

2

2
lim ( ) 0 2 0 , 0

lim ( ) 2 2 , lim ( ) 2 ,

li )( ) m ( ) 0 1 0 ,2

1 (2)

(

2

2) (

( )
x

xx

x

g gg x x

f x f x f

x x gx

f x x
→

→

→

→

 
 

 






  
 

+ −



−+

−+

= = = = = 

− = = = =  = =

=
 

‌
ت )ابعدر‌مورد‌ ) ( )g x f x 

 
‌‌ )اگر‌‌‌ )g xباشد‌ برابر‌صفر‌داشته‌ در‌نقطه‌مورد‌نظر‌حد‌و‌مقدار‌

)آنگاه‌تابع‌‌ ) ( )g x f x 
 

‌در‌آن‌نقطه‌پیوسته‌هست‌)حتی‌اگر‌درون‌جزصحیح،‌صحیح‌باشد(‌‌
وسته‌را‌به‌پیوسته‌تبدیل‌‌دن،‌تابع‌ناپیعامل‌صفر‌کننده‌پیوسته‌می‌تواند‌با‌ضرب‌شخلاصه‌مفید‌:‌‌

 )نجات عامل صفر( کند‌و‌آن‌را‌نجات‌دهد‌!‌‌
 

)3تابع  (54 )x x x 
 −   در بازه(  چند نقطه ناپیوستگی دارد؟  −3,3(

 

 

 

 

تابع‌بر‌ (55 2ای‌ 4 6x x − +
 

نقاط‌‌‌‌ در‌ را‌ مف‌‌3و‌‌‌‌۲پیوستگی‌ )از‌ کنید.‌ هوم‌‌بررسی‌
‌زولی‌بودن‌هم‌استفاده‌کنید(صعودی‌و‌ن

 

2 2

2 2 2

2 2

2 2

3 3

2 2

3 3

lim ( ) lim 4 6 lim ( 2) 2

( 2 2) 2 ( 0) 2 0 2 2 2

(2) 4 8 6 2

lim ( ) lim ( 2) 2 (3 2) 2 1 2 3

lim ( ) lim ( 2) 2 (3 2) 2

x x x

x x

x x

f x x x x

f

f x x

f x x

+ +

− −

→ → →

+ +

+ +

→ →

−

→ →

   = − + = − + =
   

       − + = + = + = =
       

= − + =

     = − + = − + = + =
     

 = − + = − +
 

1 2 2−   = + =
   

 

 
2ای‌تابع‌بر‌   تمرین :  4 6x x − + +

 
‌بررسی‌کنید.‌‌3و‌‌۲پیوستگی‌را‌در‌نقاط‌‌
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 اعمال توابع و پیوستگی   4-2
رمطلق‌‌هر‌چه‌در‌خصوص‌حد‌داشتن‌در‌قسمت‌های‌قبلی‌جزوه‌در‌خصوص‌اعمال‌توابع‌و‌تابع‌قد

‌.هم‌برقرار‌است‌‌یان‌شد،‌اینجاب
‌از‌بحث‌دامنه‌غافل‌نشوید‌،‌به‌مثال‌زیر‌دقت‌کنید‌

1آیا‌ضرب‌دو‌تابع‌‌
( ) , ( )f x x g x

x
= ‌در‌مبدا‌مختصات‌پیوسته‌می‌باشد‌؟‌=

. {0. ( ) }1f g x Df g Df D Rg= = −= →‌

0f   ناپیوسته باشد  و ضرب این دو،  پیوسته باشد، آنگاه g  پیوسته و fاگر  (9  )در آن نقطه(   باشد  =

‌برای‌فهم‌بیشتر‌می‌توانید‌به‌مثال‌قبل‌تذکر‌و‌همچنین‌نجات‌عامل‌صفر‌صفحه‌پیش‌دقت‌کنید
 

 در خصوص تابع قدرمطلق

اگر (56
sin( ) ;

2
( )

2 ;
sin( ) 2

x x a x

f x
a

x x
x












− + 

=

+ + 

خود تابع و قدر مطلق آن به    باشد و    

 چقدر است ؟  aگاه مقدار  آن ترتیب در نقطه حساس ناپیوسته و پیوسته باشند

( ) ( ) 2 = B
2 2 2 2

, 2 1
2 2

A f a f a

A B A B A B A B a a a

   

 

− +

= = − +  = + +

= → = = −  = −  − + = − − − → = −

‌

 
 در خصوص جمع و تفریق چند تابع 

ابتدا‌نقاط‌مشکل‌دار‌هر‌کدام‌از‌توابع‌را‌پیدا‌کنید‌و‌سپس‌در‌نقاط‌مشترک‌بررسی‌پیوستگی‌انجام‌
‌شوند.دهید‌و‌همچنین‌کلیه‌نقاط‌غیر‌مشترک،‌نقاط‌ناپیوستگی‌محسوب‌می‌

)تابع‌ (57 ) 2 3f x x x      = 1در‌بازه‌‌‌+ 1x−  چند‌نقطه‌ناپیوستگی‌دارد؟‌‌‌

}

1 1
2

2 1 1 1 1 2
{ , , ,02

, ,
2 2 2

2 1 1 2
3 , , , ,

3 3 3 3 3

0
2

0

0

: 0 0 , , ,
3 2 3 3 3

, :

k
x k x

k
x k x

x f x f+ −

= → = −

= → = − −

→ = → −= − − −

‌

‌
‌یک‌مورد‌دیگر‌در‌متفرقه‌

‌
‌
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 چند تابع  خصوص ضربدر 
ر‌هر‌تابع‌‌بسیار‌دقت‌کنید‌نکته‌مورد‌قبلی‌کار‌نمی‌کند‌.‌به‌طور‌کلی‌باید‌در‌تمام‌نقاط‌مشکل‌دا

‌نجات‌عامل‌صفر‌(‌صفحه‌قبلی‌بهره‌جویید‌)‌توانید‌از‌تذکر‌‌سی‌پیوستگی‌انجام‌داد‌،‌اما‌می‌برر‌

)تابع‌ (58 ) sin( )
x

f x x

 
 
 

10در‌بازه‌‌‌= 10x−  چند‌نقطه‌ناپیوستگی‌دارد؟‌‌‌

sin( ) 0 0 (...) 0
x

k x k k f  

=  → = → = → =  = → =‌

)تابع‌ (59 )
2 3
x x

f x
   
   
   

4بازه‌‌در‌‌= 4x−  چند‌نقطه‌ناپیوستگی‌دارد؟‌‌‌

( ) 2 : 2,0,2 , ( ) 3 : 3,0,3
2 2 3 3

(0 ) 0 0 0 , (0 ) 0 0 1

@ 2 , : , (2) 0 : @ 2 , : , ( 2) 1 0 :

@ 3 3 , : , ( ) 0 :

{ 3, 2,0,3

x x x x
g x k x k h x k x k

f f

x g h ok h gh ok x g h ok h gh

x or x h g ok g x gh

+ + + − − −

   
   
   

       
              

= = → = − = = → = −

= = = =

= = → = − − = −  →

= = − →



 



−





−



} 

 

 پیوستگی روی بازه های مختلف!  5-2
2,6(.‌فرض‌کنید‌دامنه‌یک‌تابع‌شناخت‌چند‌اسم‌‌: 1مقدمه  {8}


‌باشد‌:‌‌‌

‌نقطه‌مرزی‌‌
‌نقطه‌درونی‌
‌نقطه‌منفرد‌

‌ود‌؟چه‌چیزی‌محسوب‌می‌ش‌‌6نقطه‌
این قضیه یک مفهوم جدید نیست و صرفا یک قرارداد است و فقط زمانی از آن استفاده :    2مقدمه  

می کنیم که متن سوال پیوسته بودن یا نبودن یک تابع در بازه ای بخصوص باشد و به هیچ عنوان 
 در پاسخگویی به سوال تعداد نقاط ناپیوستگی به این قضیه لعنتی فکر هم نمیکنیم!!

 
)  زه را بر با fبع تا ),a b  بازه ی   پیوسته گوییم هر گاه در هر نقطه  ( ),a b  پیوسته باشد 
 

بازه  fتابع   بر  a,  را  b 
   نقطه هر  در  گاه  هر  گوییم  )  بازه   ی    پیوسته  ),a b  باشد در   پیوسته  و 

x a=  پیوسته راست و درx b=  پیوسته چپ باشد   
 

بازه  fتابع   بر  )  را  ,a b 


نقطه   هر  در  گاه  هر  گوییم  )  بازه   ی    پیوسته  ),a b  باشد در   پیوسته  و 

x b= پ باشد پیوسته چ   
a,(بازه   برای  b


 خودتان بنویسید ! 

 
 در واقع تمام حرف قضیه پیوستگی روی بازه این است که در نقاط مرزی پیوستگی یک طرفه می خواهیم
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)‌‌2یک‌بازه‌بسته‌معرفی‌کنید‌که‌تابع‌ (60 ) 4f x x x= +  در‌آن‌پیوسته‌باشد‌‌−
24 0 2 2 2,22( ) 4 x xf x x x  

 
 −   −    −= + − 

)بع  اگر تا (61 ) 2f x x x  + =    3(در بازه,a


پیوسته باشد، حداکثر مقدار   
a  چقدر است ؟ 

درون   چون  که  باشیم  داشته  راست  پیوستگی  است  مرزی  چون  بازه  ابتدای  در  باید  اولا 

داخل جزصحیح برابر ،    3ما در  ید و اوکی ! اجزصحیح خط باشیب مثبت است پس صعودی اک 

 است پس داریم :  7می شود و عدد صحیح بعدی  6عدد 

 

 

 

 یک تذکر بسیار مهم:  (10

)تابع  )f x x=  .را درنظر بگیرید 

0xاین تابع در  -1  پیوسته ......... . =

0,6این تابع در بازه -2 
 

 .... . پیوسته ....  

 تگی این تابع ......... می باشد. تعداد نقاط ناپیوس -3

 تعداد نقاط ناپیوستگی تابع در دامنه خود ......... می باشد.  -4

0,6این تابع بر روی بازه   -5 
 

 .......... نقطه ناپیوستگی دارد.

1تابع   -6
( )g x

x
 )به طور کلی چطور؟(   خود دارد؟ی بر روی دامنه چند نقطه ناپیوستگ =

 

 + ضمیمه ویژه رشته ریاضی  

 + متفرقه اختصاصی برای هر دو رشته ریاضی و تجربی  

 صفحه بعدی را حل کنید 2تمارین 
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 پیوستگی تمارین مهم 6-2

اگر تابع     : 1مساله  
2

1
( )

1

f x

x ax

=

+ +
 آورید؟   را بدست   aپیوسته باشد حدود   Rروی    

2 21 0 : 0 4 0 2 2x ax x a a+ +  →     −   −   

تابع   f(0)مقدار   : 2مساله   که  کنید  تعیین  طوری  را 
sin( )

; 0
( )

(0) ; 0

x
x

f x x

f x




= 
 =

پیوسته    

 باشد؟ 

0 0

sin
(0) lim ( ) lim 1

x x

x
f f x

x→ →
= = = 

3  :   ۳مساله   sin( )a x+    اگر رویR    پیوسته باشدمقدارa  چقدر است؟ 

 
 

2sinتا تابع   aحدود  : 4مساله   ( ) 4sin(x) ax −  پیوسته باشد؟    Rروی    +
2 2

2 2

2 2 2

sin ( ) 4sin(x) (sin 2) 4 1 sin 1 3 sin 2 1

1 (sin 2) 9 3 (sin 2) 4 5

sin ( ) 4sin(x) (sin 2) 4 3 sin ( ) 4sin(x) 5 3 0 : 3

x x x x

x x

x a x a a x a a a a

− = − −  −    −  −  − 

 −   −  − − 

− + = − − + → −  − +  + → −  

 
)2اگر    : 5مساله   ) sinf x x=  کدام است ؟   fباشد، مجموعه نقاط پیوستگی تابع    −

2 2sin 0 sin 0 : fx x x k D −  →− = → =  
یجه دامنه تابع فقط شامل نقاط صحیح است و چون همگی منفرد محسوب میشوند  در نت 

 در هیچ نقطه ای این تابع پیوسته نیست. 

تابع   : 6مساله  
 

1 ; 1
( )

2 ; 1

ax a x
f x

x x

− + 
= 


1xدر   aبازای کدام مقدار      پیوسته است ؟   =

(1 ) (1 ): 1 2 :1 1f f a a a+ − − 
 

= − + = =   

 برای ضابطه پایینی بود نتیجه چه میشد )تهی!(   x=1بررسی کنید اگر  

تابع    : ۷مساله   در 
1

;0

1 ;
4

x a
x

x
x a


 


 − 


دامنه    aمقدار    نقاط  تمام  در  تابع  تا  باشد  چقدر 

 نه نیست البته( ی باشد که در دام .)دقت کنید باید مراقب صفر در بالای اش پیوسته باشد 
2

2 21
@ : 1 1 4 4 0 ( 2) 0 2

4 4

a a
x a a a a a a

a
= = − → = − → − + = → − = → = 

)3اگر تابع     : 8ساله  م  )f x x =
 

)در بازه   )27,27 t+    پیوسته باشد . حداکثر مقدارt    کدام
 است ؟ 

33 3( ) : 1,8,27,64 27 64 37f x x x k x k t t = → = → = → + = → =
 
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)2اگر  :    ۹مساله   ) ( )f x x a x bx 
  

= + طبیعی  پی   2و    -1نقاط    در − اعداد  باشد،  وسته 

,a b   .را بیابید 
عامل صفر    bچون   با  باید  یکی  داخل جزصحیح صحیح می شود، پس  طبیعی است پس 

   2نجات پیدا کند و یکی دیگر با دره سهمی درجه  
 طبیعی است پس باید عامل صفر باریشه منفی کار کند پس داریم    aچون  

( )
1 0 1 , 2 4

2 2s
b b

a a x b
− −

− + =  = = = =  = 

 
تابع     : 10مساله   اگر  3( ) ( )f x x ax b x= + بازه  + )در  باشد    0,3( ناپیوستگی نداشته  نقطه 

ab   چقدر اند؟ 

( ) 3 1 0
0,3 1,2 : ( ) 0 7, 6 , 42

8 2 0

a b
x k x x ax b a b ab

a b





+ + =
=  → = + + = → → = − = = −

+ + =

 

1اگر    : 11ساله م  ; 7 7 ; 2
( ) , ( )

2 ; 7 15 ; 2

x x
f x g x

x x

  
= = 

  
تابع     پیوستگی 

@ 2, @ 7fog x gof x=  پیوسته نیست.( gofپیوسته هست و    fogرا بررسی کنید. )ج:   =
   
 

1:  اگر  21مساله  
( )

cos 3
f x

a x
=

+
 کدام است ؟ aپیوسته باشد حدود     روی  

2
2

3 3 3
cos 3 cos : 1 1

3 9
1 1 9 3 3

a x x x or
a a a

a a
a a


− − −

= − → = =    − 

−
     −  

 

تابع   : 1۳مساله  

1
; 2

3
( )

; 2
4

x
x

g x
x

x
x


 −

= 
 
 −

روی مجموعه اعداد حقیقی در چند نقطه ناپیوسته    

 می باشد؟ 

2

2

1 2
@ 2 : (2 ) 1 , (2 ) 1

2 3 2 4

3 0:

{ 4, }

3

3

, 3 3

4 0: 4, 4 4

x

x

x g g ok

x x x x

x x x x

+ −







= = = − = = −
− −

− = = = − → =

− = = = − =



−

− →

 

 
‌
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 متفرقه  3
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
‌
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 کاردرخانه  4

‌
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 یادداشت  5
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 امیر وفائی  

‌متخصص‌هر‌دو‌رشته‌ریاضی‌و‌تجربی‌‌–مدرس‌ریاضیات‌دوره‌دوم‌متوسطه‌از‌پایه‌تا‌کنکور‌

‌طراح‌سوالات‌همه‌شاخه‌های‌ریاضی‌کانون‌فرهنگی‌آموزش‌)قلمچی(

 کنکور سراسری   26رتبه 

‌ه‌صنعتی‌‌شریف‌نفر‌اول‌دوره‌کارشناسی‌و‌کارشناسی‌ارشد‌مهندسی‌عمران‌دانشگا

‌ذیرفته‌شده‌دوره‌دکتری‌مستقیم‌مهندسی‌عمران‌دانشگاه‌صنعتی‌شریف‌پ

‌رکوردار‌معدل‌دانشکده‌عمران‌دانشگاه‌صنعتی‌شریف‌از‌بدو‌تاسیس‌تا‌کنون‌

‌1395و‌‌1394کسب‌عنوان‌دانشجوی‌نمونه‌دانشکده‌عمران‌و‌دانشگاه‌صنعتی‌شریف‌در‌سال‌

‌وس‌مختلف‌تخصصی‌و‌عمومی‌دانشگاه‌صنعتی‌شریف‌ار‌استاد(‌در‌درترم‌استادیاری‌)دستی‌10سابقه‌بیش‌از‌

 گذراندن دوره فرعی رشته ریاضی دانشگاه صنعتی شریف ‌

 استاد حل تمرین ریاضی  دانشگاه صنعتی شریف 

‌به‌عنوان‌مشاور‌و‌مدرس‌ریاضی‌92)تیزهوشان(‌از‌سال‌‌1حضور‌در‌مدرسه‌شهیدبشهتی‌

‌ه‌تیزهوشانتالیف‌کتاب‌تا‌کنکور‌با‌همکاری‌مدرس

‌درصدی‌در‌کنکور‌سراسری‌‌100در‌همه‌پایه‌ها‌با‌مشابهت‌‌100-100ر‌برنامه‌های‌جمعبندی‌ویژه‌مبتک

‌آموزش‌مفهومی‌و‌متفاوت‌درس‌ریاضی‌منطبق‌بر‌برنامه‌دقیق‌تدریس‌و‌آزمون‌و‌برنامه‌تست‌

 مدرس رتبه های برتر )تک رقمی و دو رقمی( 
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