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 روابط مثلثاتی بیشتر –ضمیمه رشته ریاضی  1
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 مثال ها 2-1
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 یک سری مثال خوفناک 3-1
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 روابط اختیاری  4-1
 سه برابر کمان 1-4-1
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 )اختیاری در منزل( روابط تکمیلی 2-4-1

4sin( )sin( )sin( ) sin(3x) , 4cos( )cos( )cos( ) cos(3x)
3 3 3 3

tan( ) tan( ) tan( ) tan(3x) , cot( )cot( )cot( ) cot(3x)

1.

2.
3 3 3 3

x x x x x x

x x x x x x

   

   

     

     

 
2 2

tan( ) tan( ) tan( ) 3tan(3x) , cot( ) cot( ) cot( ) 3cot(3x)
3 3 3

3
3

. x x x x x x
   

         

 

x y z 0or

tan(x) tan(y) tan(z) tan(x) tan(y) tan(z)

cot(x)cot(y) cot(y)cot(z) cot( ) cot( ) 1

( 2 1)
2

cot( ) cot( ) cot( ) cot(

4.

5.

k

x z

k
x y z k n

x y z





                               

  

  


  

                            

    

   ) cot( ) cot( )

tan(x) tan(y) tan(x) tan(z) tan(y) tan(z) 1

x y z


  

 

 
 : 1اثبات 

2 2

2 3

4sin( )sin( )sin( ) 4sin (sin sin )
3 3 3

3
4sin ( sin ) 3sin 4sin sin3

4

x x x x x

x x x x x

  
    

   

 

 :4اثبات 

t

x y z 0

tan tan
tan( ) tan( ) tan

1 tan tan

tan tan tan tan tan tan tan tan tan ta

1 1 1 1 1 1

cot co

n

t cot cot cot cot

cot(y)cot(z) cot( )cot( ) cot(x)cot(y) 1

cot

tan

cot o

ta

t

n

c co

x y z x y

y

z

x

x y z

x y
x y z z

x

x y z x y z x y z z

z

x

x

z

y

y

  

  


     



   



   

   




cot cot

cot(y)cot(z) cot( )cot( ) cot(x)cot(y) 1

x y z

x z



  

 

 
 ...... 1به راحتی با  2اثبات 

 
 در متفرقه  3اثبات 
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 حاصل عبارت زیر را ساده کنید  –مثال از روابط اختیاری  (17
 

3

1

5

t

.

an

t

25.

n

tan3

.

5.tan

n

85.tan

25 tan( ) tan( ) tan( ) tan(3x)
3 3

tan 25.tan35.tan85 tan 75 cot15

t

2

15

256sin10.sin 20.sin30.....s

1

i

an 25.tan

n

a 85 ta 15 cot 5ta

.

n15 1

.

90

x x x x
 































cot(20)cot(40)cot(100) cot(2

a

0)cot(40)cot(80)

20 cot( )co

cot(20)cot(

c

40)cot(100)

t( )cot( ) cot(3x)
3 3

3
ot(20)cot(40)cot(

3

3.

4. t

80) co

an( )

t 60

25 t

x x x x
 













    


 











a

n

n

(8

tan(25) tan(85) tan(35) tan(25) tan(85) tan(145)

25 tan( ) t ( 60) tan( 120) 3tan(3x)

tan(25) tan(85) tan(145) 3tan(7 )

5) tan(35

5

)

x x x x



    

      

 




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 متفرقه 2

 از روابط یازدهم رشته ریاضی  1-2
 یک سری اثباتی ها 1-1-2

 اثبات فرمول بسط جمع کمان 

sin( )

cos sin sin cos

RB AQOBP

PRQ OQAOPQ OPQ

PB PR RB PR AQ

OP OP OP OP

PR PQ AQ OQ

PQ OP OQ OP

 

   


    

   

 

 

 

 یلیروابط تکم 3اثبات شماره 

 

tan( ) tan( ) tan( ) tan( )

sin( )
sin sin cos

tan (tan( ) tan( )) tan cos sin
cos

cos( )cos( ) cos

sin ( sin ) sin sin cos sin sin

cos cos

x x x x

x x
x x x

x x x x x x
x

x x x

x x x x x x x

x x

 

 
 

 

    

  

          

  

    

 



2 2

2

2 2 3

3

2
3 3

3 3
2

2 23 3 1
33 3

3 3 4
3 3

1 2
4

3
4

sin sin ( sin )

( cos cos )

sin sin
sin sin ( sin sin ) sin

tan
cos cos cos

cos

x x x

x x

x x
x x x x x

x
x x x

x

 






 

   

2

3

3
3 3

2 1
4

1
4 3

4
9

3 9 12 3 3 4 3 34 3 3
1 3 3 33
4
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 یک مثال خفن و یک فرمول جالب 2-1-2
)sinحاصل  )sin ( ) cos( )cos ( )a a a a3 33  را ساده کنید؟  3

 :1راه 

 

sin( )sin ( ) cos( )cos ( ) sin sin sin cos cos cos

sin( )sin( )sin cos( )cos( )cos

(sin sin )sin (cos cos )cos

(cos cos )( cos ) ( cos cos )cos ( )

cos

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a a a

a a a a a a

a a a a a a

  

      

   

      

3 3 2 2

2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

3 3 3 3

2 2 2 2

2 2

2 1 1 2

cos cos cos cos cos cos cos cos

cos ( cos ) cos (cos ) cos

a a a a a a a a a

a a a a a

      

  

2 4 2 2 2 2 4 2 2

2 3

2 2 2

2 2 1 2 2 2

  

 :2راه 

sin( )sin ( ) cos( )cos ( )

sin sin ( cos ) cos cos ( sin )

sin sin cos cos sin sin cos cos cos sin

cos( ) sin cos (sin cos cos sin )

cos sin ( sin cos )

cos sin cos

a a a a

a a a a a a

a a a a a a a a a a

a a a a a a a a

a a a a

a a



   

   

   

 

 

3 3

2 2

2 2

2

3 3

3 1 3 1

3 3 3 3

3 3 3

1
2 2 2 2 2

2
2 2 cos ( sin )

cos cos cos

a a a

a a a

 

 

2

2 3

2 2 1 2

2 2 2

 

 

 اثبات زاویه بین دو خط

)داد که: زاویه توان نشانمی ) هایبین دو خط با شیب,m m1  آید.، از رابطه زیر بدست می2

 tan
m m

m m







1 2

1 21
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 روابط جمع به ضرب و ضرب به جمع 3-1-2
 جمع به ضرب

 

sin( ) sin( ) sin cos

cos( ) cos( ) cos cos

cos( ) cos( ) sin sin

sin( )
tan( ) tan( )

cos( ) cos( )

sin( )
cot( ) cot( )

sin( )sin( )

p q p q
p q

p q p q
p q

p q p q
p q

p q
p q

p q

q p
p q

p q

   
     

   

    
     

   

    
      

   


 


 

2
2 2

2
2 2

2
2 2

  

 ف یک نسبت مثلثاتیتذکر: فقط جمع و تفریق دو کمان مختل

 ضرب به جمع

 

sin( ) cos( ) [sin( ) sin( )]

cos( ) cos( ) [cos( ) cos( )]

sin( )sin( ) [cos( ) cos( )]

a b a b a b

a b a b a b

a b a b a b

   

   


   

1
2
1
2
1
2

  

sin: حاصل1مثال sin40  چقدر است؟ 70

 با جمع به ضرب:

sin cos sin sin sin cos sin cos cos
 

     
40 20 40 20

40 70 40 20 2 2 30 10 10
2 2

  

 بدون جمع به ضرب:

 sin cos sin sin sin cos sin     40 70 40 20 2 20 20 20. I  

sin ( cos ) sin ( sin ) sin cos ( sin )

cos ( sin sin ) cos sin( ) cos

      

   

2 2

3

20 2 20 1 201 2 10 1 2 10 10 3 4 10

2 10 3 10 4 10 2 10 3 10 10
 

 sin cos sin sin sin( ) sin( )       40 70 40 20 30 10 30 10. II 

sin cos sin cos sin cos sin cos sin cos cos    30 10 10 30 30 10 10 30 2 30 10 10 
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sin: حاصل2مثال  cos105  چقدر است؟ 75

 با ضرب به جمع:

 sin cos [sin( ) sin( )] [sin sin ] ( )        
1 1 1 1 1

10 75 105 75 105 75 180 30 0
2 2 2 2 4

  

 بدون ضرب به جمع:

 
sin cos , cos sin

sin cos sin cos sin( ) sin

 

    

105 15 75 15

1 1 1
105 75 15 15 2 15 30

2 2 4

  

گر هم ت بگوییم اتر اسیا به تذکر: دلیلی ندارد همواره بتوان بدون این روابط )ضرب به جمع، جمع به ضرب( مسائل را حل کرد

 بشود شاید بسیار سخت باشد، حواستان باشد!

 )یک سوال معروف و فوق اختیاری!(: 3مثال 

ابی با ها تشکیل دنباله حسهای آننکته: هرگاه مجموع چند سینوس و یا مجموع چند کسینوس مدنظر باشد و کمان

)عبارت را دردهند، کافیست کل  rقدرنسبت sin )
r

2
2

ضرب کرده و تمام جملات حاصل ضربی را به جمع تبدیل کنید و  

 ساده سازی کنید:

 نشان دهید:

 
cos cos cos

sin ,...r

  

 

   

 

2 4 6 1
7 7 7 2
2

2
7 7

  

 توانید پیدا کنید؟آیا روش حل دیگری برای مساله قبلی می
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 دیگر مسائل ویژه پایه یازدهم رشته ریاضی 4-1-2

: حاصل1مثال 
cos( )cos sin( )sin

sin( )cos cos( )sin

a b b a b b

a b b a b b

  

  
 را پیدا کنید. 

cos( )cos sin( )sin

sin( )cos cos( )sin

cos( ) cos
cot

sin( ) cos

a b b a b b

a b b a b b

a b b a
a

a b b a

  

  

 
  

 

 

)tan: حاصل2مثال  ) tan( )x x1 )tanرا بیابید. )راهنمایی: 2 ) tanx x x 2 ) 

tan( ) tan

tan tan
tan

tan tan

tan tan
tan tan

tan

sin

tan sin coscos? ? ?
sintan sin cos

cos

cos cos cos cos
?

sin sin sin sin cos

x x x

x x
x

x x

x x
x x

x

x

x x xx
xx x x

x

x x x x

x x x x x

 


 




  

        

 
  

 

2

2

2
1 2

2
1 2

2
2 221 1 1

2

2 2
2 2

 

: عبارت3مثال 
cos cos

sin sin

x x

x x

 



1 2
2

 را ساده کنید. 

cos cos cos cos cos ( cos )
cot

sin sin sin sin cos sin ( cos )

x x x x x x
x

x x x x x x x

   
  

  

21 2 2 2 1
2 2 1 2

 

)tan: حاصل عبارت4مثال  ) tan( )
x x 

 
6 2 6 2

cosرا بر حسب  x .بدست آورید 

sin( )sin( ) sin sin

tan( ) tan( )

cos( )cos( ) cos sin

cos cos
sin ( )

cos

cos cos cos
cos ( )

x x x

x x

x x x

x x x

x

x x x x

  
 

  

  

   

  


  


   

 
  

2 2

2 2

2

2

6 2 6 2 6 2
6 2 6 2

6 2 6 2 2 6
1 1 1 1

2 14 2 4 2 2 4
1 1 1 1 2 1

2 4 2 4 2 4
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: عبارت5مثال 
cos cos

cos cos

x x

x x

 

 

3 4 4 8
3 4 4 8

 را ساده نمائید. 

cos cos
cos cos

cos cos

cos cos cos cos
cot

cos cos cos sin

x x
x x

x x

x x x x
x

x x x x

 
  

 

    
     

     

2

222 2
4

2 2

3 4 4 8
8 2 4 1

3 4 4 8

2 4 4 4 2 1 4 2 2
2

2 4 4 4 2 1 4 2 2

 

cos: اگر6مثال  
3
5

tanباشد در این صورت مقدار مثبت 
x

2
 را پیدا کنید. 

tan

cos tan tan

tan

tan tan tan ...

x

x x
x

x

x x x



     



       

2

2 2

2

2 2

1 32 5 5 3 3
5 2 21

2
1 1

8 2
2 2 4 2 2

 

: حاصل عبارت7مثال 
tan tan

tan tan





2 2

2 2

25 20
1 25 20

 را بدست آورید؟  

tan tan tan tan tan tan

tan tan tan tan tan tan

tan( ) tan( ) tan

  
 

  

    

2 2

2 2

25 20 25 20 25 20
1 25 20 1 25 20 1 25 20

25 20 25 20 5
 

k,: اگر8مثال  k


     
4

)باشد، حاصل  tan )( tan )  1  را بدست آورید. 1

)tanبدنیست بدانیم:  ) tan( )k x x    

tan( ) tan( ) tan

tan tan
tan tan tan tan

tan tan

( tan )( tan ) tan tan tan tan

tan tan

k
 

  

 
   

 

     

 

    


     



      

 

1
4 4

1 1
1

1 1 1

1 tan tan  1  2
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 پنج مساله کاربردی مثلث ویژه یازدهم ریاضی 5-1-2
 

B(: در مثلثیR: )یازدهم 1مثال   cو همچنین رابطه60 b a 2  ا محاسبه کنید.باشد، مابقی زوایا ربرقرار می 2

 

sin ( sin )
sin sin

sin sin

cos sin sin cos

sin cos ( )sin

a b c
R R C R R A

A C

A C

A C C C C C C A

A C C

     


  


           


  


6
2 2 2 2 2

23
2

6
2

2
6 2

120 3 45 75
2 2

3 1
2 2

cos(: اگر بدانیمR: )یازدهم 2مثال 
c

B
a


2
 نوع مثلث را تعیین کنید. 

( )sin sin cos sin cos
cos cos

sin sin

ˆ ˆtan cot tan tan

C A Bc C A B B A
B B

a A A

B A A B A B

   
   

      

2 2

2 1

 

 

cos(: اگر بدانیمR: )یازدهم 3مثال  cos , ,
B

a C c A b c C   6 2
3

 ، اضلاع مثلث را بدست آورید.

sin sinˆˆ,
sin sin

sin sin ˆsin sin
sin

ˆˆ

b B C
b B C

c C C

C C
C C C

C

B A

       


         

   

3
2

3
6 3 2 2

3 4 1
2 3 4 2 30

2

90 60

 

 

(: نشان دهیدR: )یازدهم 4مثال 
tan( )

cot cot( )

tan( )

A B

a b C A B

A Ba b



 
 



2
2 2

2

 

sin sin cos cos sin cos sin cos sin cos sin cos

sin sin cos cos sin cos sin cos sin cos sin cos

sin( ) sin( )cos( ) sin( )[ cos( )]

sin( ) sin( )cos( ) sin( )[ cos( )]

A B A B A B B A A A B B

A B B A A B B A A A B B

A B A B A B A B A B

A B A B A B A B A B

    
  

    

      
 

      

1
sin( )

tan( )
cos( )

sin( )
tan( )

cos( )

A B A B

A B

A B A B

A B

 

 
 

 

 

1 2

1 2
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rشکل فضایی و نیز شکل گسترده یک مخروط در زیر داده شده است. شعاع قاعده مخروط:  5مثال  cm و ارتفاع  6

hآن cm  ویه قطاع حاصل از شکل گسترده این مخروط چند رادیان است؟باشد. اندازه زامی 8
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